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Resumo

Este estudo investiga a relacao entre grupos e as permutagoes no jogo Puzzle 15. O Puzzle
15 é um quebra-cabeca deslizante composto por uma grade 4x4, com 15 pegas numeradas
e um espago vazio. O objetivo é organizar as pecas em ordem numérica, deslizando-as
pelo tabuleiro. O foco principal desta dissertagao é explorar como os grupos podem ser
aplicados para entender as permutagoes que ocorrem durante as jogadas do Puzzle 15. Os
grupos sao estruturas matematicas que descrevem transformagoes e simetrias em diferentes
contextos. Neste estudo, eles sao utilizados para analisar as permutacoes das pecas do
quebra-cabega. Por meio de uma andlise tedrica detalhada, sdo estudadas as propriedades
dos grupos e como eles podem ser relacionados com as permutacoes no Puzzle 15. Sao
investigadas as diferentes configuragoes possiveis do jogo e como as pecas podem ser
permutadas entre si. Sao discutidas estratégias para resolver o quebra-cabega de forma
eficiente, levando em consideragao as propriedades dos grupos . A proposta pedagogica
desta dissertacao contribui para o entendimento mais aprofundado da relacao entre grupos
e as permutagoes no jogo Puzzle 15. Eles demonstram como os grupos de permutagoes
podem ser aplicados para analisar e compreender as transposigoes que ocorrem durante
0 jogo, e como esses conhecimentos podem ser utilizados para desenvolver estratégias
eficientes de resolucao. Por fim, este estudo expande o caminho para novos métodos e
aplicacOes para uma aprendizagem significativa do conceito de permutacdo por meio de
jogos e quebra-cabecas. Os resultados obtidos podem ser tteis para a criagao de novos
quebra-cabegas e jogos baseados em permutacoes, bem como para avangos na compreensao

dos grupos e suas propriedades.

Palavras-chave: Metodologia Ativa, Grupo de Permutacao, Aprendizagem significativa,

Jogo Puzzle 15



Abstract

This study investigates the relationship between groups and permutations in the game
Puzzle 15. Puzzle 15 is a sliding puzzle composed of a 4x4 grid, with 15 numbered pieces
and an empty space. The objective is to arrange the pieces in numerical order, sliding
them across the board. The main focus of this dissertation is to explore how groups can
be applied to understand the permutations that occur during Puzzle 15 plays. Groups
are mathematical structures that describe transformations and symmetries in different
contexts. In this study, they are used to analyze permutations of puzzle pieces. Through
a detailed theoretical analysis, the properties of groups are studied and how they can be
related to the permutations in Puzzle 15. The different possible configurations of the game
are investigated and how the pieces can be exchanged with each other. Strategies for
solving the puzzle efficiently, taking into account the properties of groups, are discussed.
The pedagogical proposal of this dissertation contributes to a deeper understanding of the
relationship between groups and permutations in the game Puzzle 15. They demonstrate
how groups of permutations can be applied to analyze and understand the transpositions
that occur during the game, and how this knowledge can be used to develop efficient
resolution strategies. Finally, this study expands the path to new methods and applications
for meaningful learning of the permutation concept through games and puzzles. The
results obtained can be useful for creating new puzzles and games based on permutations,

as well as for advancing the understanding of groups and their properties.

Keywords: Active Methodology, Permutation Group, Cyclic Groups, Puzzle Game 15
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INTRODUCAO

A Algebra Abstrata é uma area da matematica que estuda estruturas algébricas,
como grupos, anéis e corpos. Esses conceitos podem ser bastante abstratos e nao imediata-
mente aplicaveis as situagoes do cotidiano. No entanto, a algebra abstrata é fundamental
para o avanco em diversas areas da Mateméatica Aplicada, como por exemplo criacao de
rede elétrica, jogos de estratégia, modelos econémicos de organizacgao, distribuicao de
temperatura e equilibrio, pesquisas de crescimento populacional por faixa etaria, além da

engenharia e computagao.

No Ensino Superior, é comum que os cursos de algebra abstrata sejam mais teéricos
e focados em provas e demonstragoes formais. Isto é desafiador para aqueles que estao
acostumados com uma abordagem mais concreta e aplicada. A falta de exemplos praticos e

conexoes com a realidade pode fazer com que os conceitos parecam distantes e irrelevantes.

Além disso, a falta de uma base solida em algebra abstrata no Ensino Superior
pode influenciar os futuros licenciandos a tratar alguns conceitos de forma superficial
no Ensino Fundamental e Médio. Neste sentido, é importante reconhecer o valor desta

disciplina e buscar maneiras de torna-las mais concreta e aplicada para os discentes.

Embora a disciplina seja avancada para ser abordada no Ensino Médio, é possivel
introduzir alguns conceitos fundamentais de algebra abstrata de forma acessivel e relevante

para os alunos nesta etapa de ensino.

A educagdo contemporanea estd em constante evolucao, exigindo abordagens peda-
gbgicas inovadoras e eficazes que promovam o engajamento ativo dos alunos e estimulem
o desenvolvimento de habilidades essenciais. Nesse contexto, a metodologia ativa tem
ganhado destaque como uma estratégia de ensino que busca colocar o aluno no cen-
tro do processo de aprendizagem, estimulando sua participacao ativa, a construcao do

conhecimento e a aplicagao pratica dos conceitos estudados.

A metodologia ativa no ensino de permutacgao utilizando o Puzzle 15 tem o potencial
de envolver os alunos de forma ativa e motivadora, estimulando sua curiosidade, criatividade
e pensamento critico. Através do jogo, os estudantes podem experimentar, testar hipoteses,
trabalhar em equipe e desenvolver estratégias de solucao, promovendo uma compreensao

mais profunda dos conceitos matematicos abordados.

Esta dissertacao tem como objetivo explorar os conceitos de metodologia ativa
no ensino de permutagao, utilizando o jogo Puzzle 15 como ferramenta pedagégica. O
Puzzle 15, também conhecido como Jogo dos Quinze, consiste em um tabuleiro 4x4 com

numeros de 1 a 15, onde o objetivo é rearranjar as pegas para obter a sequéncia numérica
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correta. O jogo apresenta desafios que envolvem permutacoes, estratégias de solucao e a

compreensao da estrutura de grupos ciclicos.

A permutacao é um conceito fundamental da Matematica que estuda a reorganizacao
de elementos em uma ordem especifica. Ao utilizar o Puzzle 15 como uma ferramenta
de ensino, os alunos sdo desafiados a aplicar e compreender os conceitos de permutagao,
explorando diferentes estratégias para alcancar o objetivo do jogo. Além disso, o jogo
oferece uma oportunidade tnica para introduzir a teoria de grupos ciclicos, que é uma
area importante da algebra abstrata, estabelecendo uma conexao entre o quebra-cabeca e

0s conceitos tedricos.

Um aspecto intrigante do Puzzle 15 é a questao da paridade. A paridade refere-se a
propriedade de um estado ser par ou impar, dependendo do niimero de inversdes necessarias
para chegar a solugao. Ao investigar a paridade dos estados no jogo, os estudantes podem
explorar conceitos matematicos mais avancados, como a teoria de grupos alternantes e sua

relacdo com a solugao do jogo.

Esta dissertacao esta estruturada da seguinte maneira: o primeiro capitulo, apre-
sentard os fundamentos tedricos relacionados a metodologia ativa no ensino de permutagao
e a devida importancia de relacionar uma atividade lidica, concreta e de facil manuseio
para os discentes com o ensino de permutacoes simples no Ensino Médio, o segundo capi-
tulo descrevera a teoria de grupos, as defini¢oes de grupos finitos, subgrupos, subgrupos
gerados, teoria de grupos ciclicos para melhor compreensao da resolucao do jogo Puzzle-15;
o capitulo 3 desenvolvera conceitos sobre os grupos de permutacdes de um conjunto,
permutagoes compostas e permutagoes inversas, permutacoes pares e impares; o quarto
capitulo abordard o jogo Puzzle 15 e suas relagoes com as permutacoes, analisando o
movimento e as transposi¢oes das pegas, a relagido de paridade das transposi¢oes para obter
a solucao do jogo; e o capitulo 5 desempenha um papel fundamental na contribuicao deste
trabalho, pois apresenta a construcao detalhada de uma sequéncia didatica para trabalhar
conceitos introdutorios da teria de grupos, voltada especialmente para alunos do ensino
médio. Essa sequéncia didatica é o ponto central que diferencia este estudo de outras
abordagens sobre o tema, pois além de apresentar o jogo puzzle 15, propicia a introducao
de alguns tépicos da teoria de grupos que sao fundamentais na introducao do jogo. Nesta
dissertacao, exploraremos a teoria de grupos, investigando suas propriedades, estruturas e
aplicagoes. Analisaremos diferentes exemplos de grupos ciclicos finitos e examinaremos
como eles se relacionam com outros conceitos fundamentais da teoria de grupos. Sera
discutida sua aplicagdo no ensino de Matematica e apresentaremos a utilizacdo do jogo
Puzzle 15 como ferramenta pedagodgica para o ensino de permutacao, teoria de grupos
ciclicos, paridade e solu¢ao do jogo; por fim, uma proposta pedagogica, descrita por meio
de uma sequéncia didatica de como aplicar e introduzir os conceitos de permutagao no

Ensino Médio utilizando como material didatico e concreto o jogo Puzzle 15.



SUMARIO 17

Ao final desta dissertacao, espera-se que os leitores tenham adquirido uma compre-
ensao aprofundada dos conceitos fundamentais abordados, bem como uma visao critica
sobre suas aplicagoes e implicagdes. Além disso, espera-se que este estudo seja ttil para
futuras pesquisas e discussoes no campo, contribuindo para o avan¢o do conhecimento e o

aprimoramento das praticas profissionais.
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1 METODOLOGIA ATIVA NA ABORDA-
GEM DOS CONCEITOS DE PERMUTA-
CAO

Nesta secao abordaremos conceitos relacionados a metodologia ativa para o ensino

da permutacao. Aqui serao utilizadas as seguintes referéncias, [3], [4], [17], [18], [24] e [25].

A metodologia ativa na Educacdo Matematica procura envolver os alunos em
seu proprio processo de aprendizagem, fomentando a participagao, a colaboragao e o
desenvolvimento das habilidades de resolugdo de problemas. Em vez de apenas transmitir
informagdes de forma passiva, essa metodologia estimula os alunos a explorar, aprender e

construir seu préprio entendimento dos conceitos matematicos.

Nessa perspectiva, a aplicacao das metodologias ativas no processo de ensino e apren-
dizagem se apresenta como uma abordagem inovadora. Essas metodologias fundamentam-se
em abordagens novas para promover a aprendizagem, incorporando situacoes reais ou
simuladas. O objetivo é criar um ambiente que permita a resolucao de desafios provenientes

das atividades essenciais da pratica social em diversos contextos (Berbel 2011).

Ressalta-se que a experiéncia demonstra que a aprendizagem adquire maior signifi-
cado por meio das metodologias ativas (Ribeiro, 2005). Além disso, os estudantes imersos
nessa abordagem desenvolvem uma confianca ampliada em suas escolhas e na aplicagdo do
conhecimento em contextos praticos. Uma das principais caracteristicas da metodologia
ativa no ensino da Matematica é a énfase na resolucao de problemas. Os alunos sao
desafiados com situacoes problemas auténticas que requerem a aplicacao de conceitos e
habilidades matematicas para encontrar solucoes. Essa abordagem ajuda a desenvolver o
pensamento critico e a capacidade de analise dos estudantes, pois eles precisam identificar

as informacoes relevantes, formular estratégias e justificar suas respostas.

Além de abordar a resolugao de problemas, as metodologias ativas também abran-
gem a dinamica de trabalho em grupo e a abordagem da aprendizagem baseada em
projetos. A promocao da colaboragao entre os alunos é encorajada, permitindo a troca de
conhecimentos, a discussao de abordagens diversas e a construgao coletiva de compreensao.
Mediante projetos matematicos, os estudantes tém a oportunidade de investigar temas
de forma mais abrangentes, aplicar conceitos matematicos em cenarios do mundo real
e aprimorar suas habilidades de pesquisa e comunicacao. Um exemplo pratico de meto-
dologia ativa na matemaética é a utilizacao de jogos educativos. Os jogos fornecem uma

maneira divertida e engajadora de aprender conceitos matematicos, além de promoverem
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a competicao saudavel e o trabalho em equipe. Os alunos, ao participarem de jogos que
envolvam calculos mentais, raciocinio 16gico, geometria ou qualquer conceito matematico,
desenvolvem habilidades enquanto se divertem. A implementacao da metodologia ativa
na Matematica requer um ambiente de sala de aula que estimule a participagao ativa dos
alunos. O papel do professor é o de facilitador, orientando e apoiando os estudantes em
seu processo de aprendizagem. O professor fornece desafios, faz questionamentos, incentiva
a reflexao construtiva, ajudando os alunos a desenvolverem suas habilidades matematicas

de forma autonoma.

Ao adotar a metodologia ativa no ensino da Matematica, os alunos se tornam
protagonistas de sua prépria aprendizagem, desenvolvendo competéncias fundamentais
para sua formagao académica e para a vida. Eles se tornam mais engajados, motivados
e confiantes em suas habilidades matematicas, ao mesmo tempo em que desenvolvem
um pensamento critico e uma abordagem investigativa. Através dessa abordagem, a
matematica deixa de ser vista como algo distante e abstrato, tornando-se uma disciplina
pratica, relevante e emocionante. A metodologia ativa na matematica é uma abordagem
que tem ganhado destaque na educacao, proporcionando aos alunos uma aprendizagem
mais significativa e participativa. Diversos estudiosos e educadores reconhecem os beneficios

dessa abordagem.

Freire (2011), destaca a importancia da participagao ativa dos alunos no processo
de aprendizagem. Ele defendeu a ideia de que os estudantes devem ser agentes ativos na

construcao do conhecimento, em vez de meros receptores de informagdes.

Piaget (1999), fornece suporte teérico a metodologia ativa ao enfatizar a neces-
sidade de os alunos interagirem com seu ambiente para construir conhecimento. Piaget
argumentava que o aprendizado é uma atividade construtiva, em que os alunos deveriam

explorar, questionar e experimentar para internalizar conceitos.

Papert (1993), respalda a utilizacdo de abordagens ativas. Ele desenvolveu a teoria
da "aprendizagem através do fazer'e foi um defensor da utilizacdo de tecnologia, como
linguagens de programacao, para permitir que os alunos explorassem conceitos matematicos

de maneira pratica e envolvente.

Gardner (2008), contribui para a fundamentagao das metodologias ativas na Mate-
matica. Sua teoria permite a diversidade das habilidades cognitivas dos alunos e sugere
que as abordagens pedagodgicas devem ser adaptadas para atender a essa diversidade, o

que ¢ uma caracteristica essencial das metodologias ativas.

Essas citagoes refletem a importancia e os beneficios da metodologia ativa na
matematica, que promove uma aprendizagem mais significativa, participativa e envolvente
para os alunos, preparando-os para enfrentar desafios matematicos e desenvolver habilidades

importantes para o seu futuro.
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Os jogos matematicos sao uma ferramenta poderosa quando se trata de implementar
a metodologia ativa na sala de aula. Eles proporcionam uma experiéncia de aprendizado
envolvente, desafiadora e divertida, permitindo que os alunos desenvolvam suas habilidades

matematicas de maneira ativa e significativa.

Ao incorporar jogos matematicos na metodologia ativa, os alunos sao incentivados
a participar ativamente do processo de aprendizagem. Eles se envolvem em atividades
praticas, resolvem problemas e tomam decisoes, estimulando o pensamento critico e o

raciocinio logico.

Além disso, os jogos matematicos promovem a colaboragao e o trabalho em equipe.
Os jogos mateméaticos também oferecem um ambiente de aprendizado seguro, onde os alunos
podem experimentar, cometer erros e aprender com eles. Eles podem testar diferentes
abordagens, aplicar conceitos matematicos em situagoes concretas e desenvolver habilidades
de resolucao de problemas de maneira pratica e contextualizada. Ao participar de jogos
matematicos, os alunos se tornam ativos em sua propria aprendizagem, envolvendo-se de
forma entusiasmada e motivada. Eles veem a matematica como algo desafiador, porém

divertido, e isso aumenta seu interesse e engajamento com a disciplina.

O objetivo deste estudo é analisar como a metodologia ativa pode ser eficaz no
ensino de permutagoes simples, promovendo uma compreensao mais profunda dos conceitos
matematicos e estimulando o pensamento critico dos alunos. O ensino de permutacoes
simples é uma parte fundamental do curriculo de matematica, sendo um tema que pode
apresentar desafios conceituais para os alunos. A metodologia tradicional de ensino muitas
vezes se baseia em apresentar formulas e procedimentos, o que pode levar os alunos a uma
compreensao superficial do assunto. Nesse contexto, a aplicacao da metodologia ativa
surge como uma abordagem pedagodgica inovadora e promissora, que visa transformar o
ensino de permutagoes simples em uma experiéncia mais envolvente e significativa para
os alunos. Fica evidente que a metodologia ativa no ensino de permutacoes simples é
uma abordagem eficaz para promover uma compreensao mais profunda dos conceitos
matematicos e estimular o pensamento critico dos alunos. Ao proporcionar uma experiéncia
de aprendizagem participativa e significativa, os alunos se tornam protagonistas do seu

proprio aprendizado.

O jogo Puzzle 15 tem sido utilizado como uma metodologia ativa para o ensino
de permutacao no ensino médio. Essa abordagem tem mostrado resultados positivos,
uma vez que o jogo é uma ferramenta ludica que desperta o interesse dos estudantes
e os estimula a desenvolver habilidades de raciocinio l6gico e matematico. Além disso,
0 jogo permite que os alunos aprendam de forma mais auténoma, ja que eles precisam
solucionar o desafio por conta propria, sem a necessidade de um professor para explicar o
conceito. Dessa forma, o Puzzle 15 se torna uma alternativa inovadora e eficiente para o

ensino de permutacdo, que pode ser aplicado em sala de aula de forma complementar aos
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métodos tradicionais. E importante ressaltar que a utilizacao de metodologias ativas como
essa requer planejamento e acompanhamento do professor, para que sejam alcancados os

objetivos pedagogicos propostos.

A permutacao é um conceito importante na matematica, que se refere a possibilidade
de rearranjar elementos de um conjunto em diferentes ordens. O Puzzle 15 é um jogo que
consiste em uma grade de 4x4 com 15 pecas numeradas e uma pega em branco. O objetivo
do jogo é mover as pecas para coloca-las em ordem numérica, deixando a pega em branco
na ultima posicao. Esse jogo é uma forma ludica e interativa de trabalhar com permutacao,
pois os alunos precisam pensar em diferentes maneiras de rearranjar as pecas para alcancar
o objetivo. Além disso, o jogo pode ser adaptado para diferentes niveis de dificuldade,
permitindo que os alunos sejam desafiados de acordo com seu nivel de conhecimento. O
uso do Puzzle 15 no ensino de matematica pode contribuir para uma aprendizagem mais

significativa e prazerosa, despertando o interesse dos alunos pelo estudo da permutacao.

O Puzzle 15 desafia a mente e a habilidade de permutagao dos jogadores. Para
isso, é necessario aplicar técnicas de permutagao, que consistem em trocar a posicao de
duas pecas especificas. E importante lembrar que nem todas as permutacoes sao validas,
pois algumas podem levar a configuragoes impossiveis de serem resolvidas. Por isso, é
fundamental conhecer as regras do jogo e desenvolver estratégias para alcangar o objetivo
final. O Puzzle 15 Matematico com Permutacao é uma excelente ferramenta para estimular
o raciocinio logico e a capacidade de resolucao de problemas, além de ser uma forma

divertida de aprender matemética de uma maneira pratica e interativa.

A metodologia ativa tem sido cada vez mais utilizada no ensino de matematica, bus-
cando tornar o processo de aprendizagem mais dindmico e significativo para os estudantes.
A permutacdo, que envolve a contagem de possibilidades de arranjos de elementos, pode
ser trabalhada de forma mais concreta e visual por meio do jogo Puzzle 15 que envolve
a manipulacdo de objetos ou a organizacao de sequéncias. Dessa forma, a utilizagdo de
metodologias ativas e jogos matematicos pode contribuir para uma aprendizagem mais

efetiva e significativa dos conceitos de permutacao pelos estudantes.

Por meio dos jogos matematicos, os alunos podem compreender conceitos abs-
tratos de maneira mais concreta e visual, o que facilita a compreensao e a retencao do
conhecimento. Em suma, os jogos matematicos sao uma ferramenta valiosa para tornar
o ensino da matematica mais atrativo e efetivo, contribuindo para a formacgao de alunos

mais criticos e preparados para enfrentar os desafios do mundo atual.

A integracdo de jogos matematicos na metodologia ativa proporciona uma aborda-
gem pedagogica eficaz. Os jogos estimulam o pensamento critico, a colaboragdo, a resolucao
de problemas e o engajamento ativo dos alunos. Eles ajudam a tornar a matematica mais
acessivel, significativa e prazerosa, contribuindo para o desenvolvimento de habilidades

matematicas essenciais e preparando os alunos para a vida real.
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2 NOCOES BASICAS DE GRUPOS

A teoria de grupos é um dos pilares fundamentais da algebra moderna, fornecendo
ferramentas e conceitos essenciais para o estudo das estruturas algébricas. Ao investigar
as propriedades e relagoes entre elementos e operacoes, a teoria de grupos permite uma
compreensao profunda e abstrata de diferentes areas da matematica. Também exploraremos
a historia de teoria de grupo, destacando suas origens e evolucao ao longo do tempo. Para

isso, utilizamos as seguintes referéncias: [14], [15], [19], [28] e [30].

No intervalo de 1500 e 1515, o matematico italiano Scipione del Ferro (1456 — 1526)
descobriu um procedimento para resolver equagao ctibica 22 +px = ¢(p, ¢ > 0) (em notacio

atual). Esse procedimento se verifica na seguinte férmula:

o= {1 BP0 - i+ -

Del Ferro demonstrou, mediante este feito, a viabilidade de expressar as raizes

cubicas em consideracao por meio dos coeficientes que as acompanham. Ele conseguiu,
utilizando exclusivamente operacoes de adicao, subtracao, multiplicacao, divisao e extracao
de raiz. Em termos contemporaneos, podemos afirmar que a equagdo em questao é

solucionavel por meio de radicais.

H4 alguns séculos, ja se tinha conhecimento de que as equagodes de primeiro e
segundo grau também podem ser resolvidas por radicais (no caso das ultimas, é relevante
mencionar a conhecida férmula de Bhéskara). A solugdo encontrada por Del Ferro langou
um desafio intrigante aos estudiosos da algebra: serd que todas as equagoes algébricas
podem ser resolvidas por meio de radicais? A busca por respostas a essa indagacao se
prolongou por mais de duzentos e cinquenta anos, desencorajando alguns dos maiores
matematicos da época e desempenhando um papel crucial na formulacao do conceito de

n grupo n .

Efetivamente, a problematica acerca da solubilidade das equagoes algébricas co-
megou a ser abordada de forma abrangente somente na segunda metade do século XVIII.
Em sua obra intitulada "Réflexions sur la résolution algébrique des équations'(Reflexoes
sobre a resolugao algébrica de equagbes) (1770-1771), o matemaético italo-francés Joseph-
Louis Lagrange (1736-1813) trouxe esclarecimentos significativos. Ele foi possivelmente o
primeiro a perceber claramente a abordagem a ser seguida para enfrentar esse problema.
Lagrange destacou a relevancia das "teorias de permutagao'para a resolucao de equagoes,

fazendo referéncia a permutacgoes que envolvem as raizes das equacoes.

Em 1824, Niels Henrik Abel (1802-1829), matematico noruegués, demonstrou algo

que havia sido fortemente suspeitado por Lagrange: a inexisténcia de uma féormula geral



Capitulo 2. NOCOES BASICAS DE GRUPOS 23

usando radicais para resolver equacoes de grau igual ou superior a 5.

No entanto, uma incoégnita permanecia: embora as equagoes de grau 5 ou superior
nao pudessem, em geral, ser solucionadas por radicais, certos tipos de tais equagoes
ainda permitiam solugao, como ja era conhecido antes das contribui¢oes de Abel. O que,
matematicamente, caracterizava esse conjunto especial? Essa pergunta encontraria sua
resposta nas obras do matematico francés Evariste Galois (1881 - 1832), onde o conceito de
grupo foi esbogado pela primeira vez, com essa nomenclatura incluida. De forma concisa,
a abordagem de Galois para responder a essa indagacao envolveu a associacao de um
grupo de permutagoes das raizes de uma equacao, vinculando a solubilidade por radicais a

uma propriedade desse grupo.

Para equagdes de grau igual ou inferior a 4, o grupo de permutagoes associado
possuia essa propriedade, enquanto para n > 4, sempre existiam equacoes cujo grupo nao
compartilhava dessa caracteristica. Com isso, a questao sobre a resolucao por radicais foi

finalmente esclarecida.

O estudo da Teoria de Grupos, como conhecemos hoje, ocorreu entre o final do
século XVIII e o inicio do século XIX. No entanto, foi somente durante o século XIX que a
noc¢ao de grupo abstrato foi introduzida e emergiu como um ramo da Mateméatica "Pura’",
relacionado ao problema de encontrar raizes de equacoes algébricas por meio de radicais,

gragas a Evariste Galois e outros matematicos.

Galois foi praticamente pioneiro ao empregar a concepcao de grupos para explorar
a resolubilidade de equacoes. Uma equacao é considerada soluvel por radicais quando é
possivel determinar suas raizes utilizando exclusivamente operacgoes aritméticas convencio-
nais, além da extracao de raizes. Por essa razao, equagoes algébricas com grau até quatro
podem ser resolvidas por radicais. Entretanto, essa propriedade nao se mantém de maneira
geral para equacoes algébricas de grau n > 5. Mediante a utilizacao do conceito de grupos,
entre outras abordagens, demonstrou-se que, em linhas gerais, equagoes algébricas de
quinto grau nao podem ser solucionadas por radicais, ou seja, nao existem férmulas que

permitam a determinacao das raizes de uma equagao arbitraria desse grau.

A trajetéria de Evariste Galois foi breve e tragica, marcada por eventos que tiveram
um impacto profundo. Nascido nas proximidades de Paris em 1811, ele sempre manifestou
uma natureza rebelde, enfrentando dificuldades académicas e se envolvendo em conflitos
com seus professores. Sua paixao pela matematica foi interrompida de maneira prematura,
uma vez que sua vida foi encerrada aos 21 anos. Nos ultimos tempos de sua existéncia,
ele se viu imerso nos tumultos politicos da Revolucao de 1830 e acabou detido por ter

ameagado a vida do rei Luis Felipe, renomado por suas convicgoes conservadoras.

Apés sua detencgao, Galois se envolveu em um duelo fatal que teve origem em

um amor nao correspondido. Apesar da brevidade de sua vida, ele realizou notaveis
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descobertas em diversas areas da mateméatica. Em um manuscrito intitulado "Memoria
sobre as condig¢oes para a resolucao de equagoes por meio de radicais', redigido em uma
noite anterior ao seu fatidico duelo, ele apresentou solug¢oes avancadas para a questao
em aberto na teoria das equacoes algébricas. Seu trabalho introduziu o conceito de um
grupo de permutagoes das raizes, conhecido atualmente como o Grupo de Galois. A partir
dessa inovagdo, a teoria dos grupos prosperou. As conclusoes de Galois estabeleceram que

equagoes de grau arbitrario n, onde n > 5, nao podem ser resolvidas por meio de radicais.

Com o tempo, verificou-se que a ideia de grupo era um instrumento da mais alta
importancia para a organizacao e o estudo de muitas partes da matematica. Em nivel mais
elementar, um exemplo é a teoria das simetrias, muito importante para a cristalografia e a
quimica, por exemplo. Essencialmente, os grupos podem ser usados para retratar simetrias
geométricas: a cada figura associa-se um grupo, grupo esse que caracteriza e retrata a

simetria da figura.

Nesta dissertacao, exploraremos os conceitos-chave da teoria de grupos e grupos de
permutagcoes, analisando suas propriedades estruturais, operagoes fundamentais, exemplos
representativos e aplicagoes praticas, associando-os ao Jogo Puzzle 15, com o objetivo
de destacar sua importancia e relevancia na compreensao e resolugao de problemas

matematicos.

2.1 Grupos

Antes de aprofundarmos a teoria de grupos, é fundamental reconhecer as fontes
essenciais que embasaram este capitulo, as seguintes obras foram fundamentais para nossa

compreensao deste campo matematico. Sao elas: [14], [19] e [30].

A ideia de grupo faz parte de uma colecdo de objetos matematicos que possuem
caracteristicas semelhantes. Em outras palavras, a fungdo desse agrupamento é organizar
esses objetos em classes de forma que todos eles satisfagcam as mesmas propriedades. A
teoria dos grupos aparece em diversas areas da matemaética e possui inimeras aplicagoes
em outras ciéncias. Grupos estao presentes em muitas estruturas algébricas, como corpos
e espagos vetoriais, e sdo uma ferramenta muito 1util para o estudo de simetrias. Por essas

razoes e outras, a teoria de grupos é uma area importante da matematica moderna.

Definicao 2.1.1: Seja G um conjunto nao vazio, onde esta definida uma operagdo em G,

denotada por %, ou seja,

*: GxG — G

(a,b) —a=xDb

Dizemos que (G, %) é um grupo se sao validas as seguintes propriedades:
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G xx*(y*z)=(rx*xy)*z Vayzc G (Associatividade).
Gs)JeeGtal quex xe =exx =z, Vx € G (Elemento neutro).
G3)Vxe@G,Jye G tal que xxy =y*xx = e (Elemento simétrico).

Se em um grupo (G, x) verifica-se a propriedade

Gy) xxz=z*x (V2 € @), entdo dizemos que (G, *) é um grupo abeliano. !

Observagoes:

1) Em geral, denotaremos um grupo (G, ), simplesmente por G, ficando a operagao

subentendida.

2) Quando a operagao for aditiva, entdo o simétrico e dito oposto e quando a operagao for

multiplicativa, entdao o simétrico é dito inverso.
Propriedades:

1) O elemento neutro de G é tnico. De fato, se e e e; € G sao elementos neutros de G,

entao: e=exe; € ep =eq ke.

Logo,
e=exe; =e xe=e;

2) O elemento simétrico de G é tnico. De fato, seja x € G e sejam y;, y2 € G dois

elementos simétricos de x, temos:

rzxy; =y xx =e (Por G3) e

T xyy =y xx =e (Por G3)
Como y; e ys sao elementos de G, entao vale:
y1 = y1 x e (Por Gs) ya = yo x e (Por Gs)
Logo concluimos que:

=11 xe=y x(xxyy) = (Y1 *T) kYo = €% Yo = Yo.

3) Sejam g1, ga, ..., gn € G. Entdo, (g1 * go* ... x gn) L =gt x gty x ok g L

I Notas histéricas:

Grupos comutativos sdo chamados abelianos em homenagem ao matematico noruegués Niels Henrik
Abel (1802 - 1829), que fez contribuigoes significativas para a teoria de grupos e outras dreas da
matematica.
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Demonstracao:

Vamos provar por inducao sobre n. A informacao é valida para n = 2.

(Grxga)* (g2 xgi") =gix(g2*x gy ) xgi = qrrexgi =(gixe)xgi =g xg; =e.

Suponhamos que seja valida para n elementos, ou seja,

(917927 7gn) * (9;1 * gn—1 % gn — 171 *oox gl_l) =e€

Provaremos que é valido para n + 1. Assim

(g1 % g2 % .o % Gy * Gpy1) * (9;# * gtk gty kL xgr) =
GL* Ga k% G % (Gt * Gnt1) ¥ Gn ¥ Gnly % kgl =

(g1*gQ*...*gn)*e*(g;l*ggil*...*gfl):(gl*gg*...*gn)*(ggl*g;il*...*gfl):e

Na sequéncia apresentaremos alguns exemplos de grupos importantes.

a) Grupo aditivo dos inteiros (Z, +).

« asoma de 2 inteiros é um inteiro (fechamento).

e a soma ¢ associativa, pois
r+ (y+2)=(x+vy)+ 2z Vr,y, €7
e 0 elemento neutro é 0, pois

r4+0=0+2z=2xVreZ

e o inverso de x é —x, pois
r+(—x)=(—x)+z=0,YVr e Z.
Além disto (Z,+) é um grupo abeliano, pois

r4+y=y+ax,Vr,y € Z.

b) Analogamente, (Q,+) e (R, +) sdo grupos aditivos abelianos.
¢) Grupo aditivo dos complexos (C, +).

A soma de dois nimeros complexos z = a + bi e w = ¢ + di é definida por
z+y=(a+b)+ (c+d)i. E facil verificar que essa operagio ¢é associativa. Mais ainda
verificar que 0 = 0+ 0. 7 é o elemento neutro dessa operacao. Por fim, para todo complexo

2z = a + bi, o ntimero complexo —z = (—a) + (—bi) é seu oposto.

d) Grupo aditivo das matrizes (M,,xn, +) em Z (abeliano).
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Nas consideracoes a serem feitas aqui indicaremos por K, indistintamente, um dos
seguintes conjuntos Z, Q, R ou C, e por M,,«,(K) o conjunto das matrizes sobre K com
m linhas e n colunas. Isso posto mostraremos que M,,x,(K) é um grupo aditivo. Para

isso, lembremos primeiro que a adigao de matrizes em M,,«,(K) é definida da seguinte

maneira:
Se
aiq A1np bll bln
Qm1 Qmn bml bmn
entao:
a1 + b11 Q1np + bln
A+B=
Am1 + bml cer Qmn + bmn

e, portanto, trata-se de uma operagdo sobre o conjunto M,,x,(K).
Essa adi¢ao cumpre os axiomas exigidos pela defini¢ao 2.1.1:

Associatividade: A+ (B+C)=(A+B)+C

Comutatividade: A+ B=B+ A

Existéncia de elemento neutro: é a matriz

Omxn:
0O ... 0

Existéncia de opostos: qualquer que seja a matriz

al;y ... Qip
A=
Am1 - Amp
tomando-se
—a11 ... —Qip
—A =
—Qm1 .-~ —Amn

que também é uma matriz de M,,x,(K), entao:
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ail —ain ... Aip — Q1pn

m1 — Am1 -+ Qmp — Qmn
Portanto, M,,«,(K) é um grupo aditivo comutativo.
e) Grupo multiplicativo dos racionais (Q, -).

Sistema formado pelo conjunto dos racionais nao nulos e a multiplicacao usual
sobre esse conjunto. O conjunto Q* é fechado em relagao a multiplicagdo, ou seja, o
produto de dois nimeros racionais nao nulos também é diferente de zero. A multiplicacao
usual é associativa em Q* porque o é em Q; o ntimero 1, elemento neutro da multiplicacao,
obviamente é diferente de zero; e se a # 0, 0 mesmo acontece com seu inverso a~ 1. Também
nesse caso admitimos como pré-requisito o conhecimento das propriedades da multiplicacao

de ntmeros racionais.
f) Grupo multiplicativo dos reais (R, -).

Sistema formado por R* e a multiplicacao usual sobre esse conjunto. O porqué é o

mesmo do exemplo anterior.
g) Grupo multiplicativo dos complexos (C, -).

Sistema formado pelo conjunto C* e a multiplicacao usual de nimeros complexos.
O produto de dois nimeros complexos z = a + bi e w = ¢+ di) é definido por zw =
(ac — bd) + (ad + bc)i. Se os nimeros dados sao diferentes de 0, o mesmo acontece com o
produto, como se pode verificar. Essa operacgao é associativa e comutativa, e a verificagao
disso é apenas questao de calculos algébricos; o elemento neutro é 1 =14 0i e o inverso

. ~ ;-1 a —b . / p
de um elemento z = a + bi, nao nulo, é 27 = + 7, também um ntmero
. . a2+ a4+ b2

complexo nao nulo, considerando-se que a # 0 ou b # 0.

Na sequéncia apresentaremos alguns conjuntos com uma operagao binaria que nao

satisfazem todas as propriedades de um grupo:

a) (N, 4) nao é grupo. O conjunto dos niimeros naturais em relacao a adi¢do nao forma
um grupo pois nao possui elemento neutro (identidade aditiva). O elemento neutro seria o
zero, porém este nao é um nimero natural. Além disso, nem todo elemento possui inverso
aditivo dentro dos niimeros naturais, uma vez que a subtragao entre nimeros naturais

podem levar a niimeros negativos que nao estdao dentro deste conjunto.
1
b) (Z*,) ndo ¢ grupo, pois 2 € Z*, porém - ¢ 7.

¢) O conjunto Ms(R), conjunto de todas as matrizes de ordem e em R com operagao

multiplicagdo, ndo é um grupos, pois
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nao admite inverso.
d) (Q,-) nao é grupo, pois 0 € Q, no entanto nao admite inverso.

Os exemplos anteriores ilustram situagoes que falta alguma propriedade especifica,
como o elemento neutro ou inverso. K importante destacar que esses sdo apenas alguns

exemplos de conjuntos que nao formam grupos sob uma operacao binaria especifica.
A proposicao a seguir, oferece uma condigao para verificar se o grupo é abeliano.

Proposigao 2.1.2: Seja G um grupo no qual o quadrado de todo elemento é a identidade.

Entao G é abeliano.
Demonstracao:
Sejam a,b € G. Entdo axb e G. Assim,a=a"'b=0b"1teaxb= (axb)’.

Dad, temos:
axb=(axb) ' =btxal=bxa

O que mostra que G é abeliano.

2.2 Grupo Finito

Um grupo finito é caracterizado pelas mesmas propriedades fundamentais de um
grupo em geral: fechamento, associatividade, elemento identidade e inverso. No entanto,
a diferenca é que o conjunto de elementos do grupo é finito, o que significa que ha um

numero limitado de elementos que podem ser combinados usando a operacao binaria.

Definigao 2.2.1: Um grupo (G, x) em que o conjunto G é finito, chama-se grupo finito,

caso contrario, denota-se infinito.

Um exemplo de grupo finito, o grupo aditivo dos nimeros inteiros moédulo n,
denotado por Z,. Esse grupo consiste nos elementos {0,1,2,...,n — 1}. A operacao de
adigao satisfaz todas as propriedades de um grupo, e o conjunto de elementos é finito, pois

ha apenas n elementos.

O niimero de elementos de G é chamado ordem do grupo (notacgao o(G)). Quando

o grupo ¢ finito, é possivel construir a tdbua de Cayley 2 , também conhecida como tédbua

2 Arthur Cayley foi um matemaético britanico. Professor Sadleiriano de Mateméatica Pura na Universidade

de Cambridge, de 1863 a 1895. Primeiro matematico a usar tdbuas para representar grupos. Suas
contribuigoes incluem a multiplicacdo de matrizes e o teorema de Cayley.
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de multiplicacao ou tabua de operacao que consiste em uma representacao organizada

das operagoes de um grupo em formato tabular, que também é denominada por tdbua do
grupo.
Exemplo 2.2.2: O grupo multiplicativo G = (G, ) possui O(G) = 2. Sua tdbua de

operacao ¢ dada por:

1]-1
1 11]-1
-1)-1]1

Exemplo 2.2.3: O grupo (Zs, +) possui O(G) = 3. Sua tédbua é dada por:

o~ o1 +
oI 1| Ol O
1| Ol DI DI

Ol NI 1|

2.3 Subgrupos

Na teoria de grupos, um dos conceitos fundamentais e extremamente importantes
é o de subgrupo. Um subgrupo é um conjunto nao vazio de um grupo maior que, quando
submetido a uma mesma operacao binaria do grupo original, forma por si s6 um grupo.

Em outras palavras, um subgrupo compartilha as mesmas caracteristicas do grupo original.

Definicao 2.3.1: Seja (G, *) um grupo. Um subconjunto nao vazio H de G é um subgrupo

de G (denotado por H < () quando, com a operagao de G, H é um grupo.

Em outras palavras, se G é um grupo e H é um subconjunto de G, entdo H é um

subgrupo de G se H satisfazer as propriedades de grupo, ou seja:
Propriedades:

1) Associatividade em H é sempre satisfeita pois a igualdade g1 * (g2 * g3) = (g1 * go2) * g3

¢é valida para todos os elementos de G.

2) O elemento neutro e, de H é necessariamente igual ao elemento neutro de G. De fato,
tomando a € H, temos e, xa = a, como a € G, entdao exa = a, pela unicidade do elemento

neutro, temos e, = e.

3) Dado h € H, o inverso de h estda em H ¢é necessariamente igual ao inverso de h em G.
De fato, se k é o inverso de h em H, entdao hxk = kxh = ey, logo hx k = k x h = e pois

en, = e, e portanto k é o inverso de h em G, o qual é denotado por A~ 1.
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A proposicao a seguir, apresenta uma condicdo necessaria e suficiente para verificar

se um subconjunto H de G é um subgrupo de G.

Proposicao 2.3.2: Seja H um subconjunto nao vazio de GG. Entao H é um subgrupo de

G se, e somente se, as seguintes condicoes sao satisfeitas:
i)V hy,he € H, temos hy * hy € H;

ii)VheH, temos h™' € H.

Demonstracao:

Suponhamos que H seja um subgrupo de G. A condigao i) é satisfeita. Agora, seja
h € H e por H ser grupo, h possui um inverso em H; mas pela propriedade (3) acima, tal
inverso é necessariamente igual ao inverso de h em G, isto é, a condigao ii) é satisfeita.
Reciprocamente. suponhamos que as duas condigoes i) e ii) sejam satisfeitas. Vimos,
pela proposicao 1, que (G é sempre satisfeita. Para ver se (G5 é satisfeita, basta ver que
e € H, isto de fato acontece pois, tomando h € H, temos h™! € H pela condigdo ii). Logo

e = hh~! € H pela condigao i) finalmente, temos que G3 é simplesmente a condigao ii).
A seguir, mostraremos alguns exemplos de subgrupos.

Exemplo 2.3.3: Temos a seguinte sequéncia de subgrupos:

¢ (Z4) < (@) < (R A) < (C,4).

° (Q*7+) < (R*>+> < (C*7+)'

Exemplo 2.3.4: Verifique, em cada um dos itens abaixo, se H é subgrupo de G.
a) H=1{0,3,6,9,12}, (G, x) = (Z15, +).
b) H = {z € Z; z é um ntimero impar }, G =Z;axb=a+b+ 1,a,b € G.
Solucgao:
a) H=1{0,3,6,9,12}, (G, x) = (Z15, +).
Temos que o conjunto H # ().

Observemos a tabela da operagao de adicao em H.

+10|3]6/|09]I
010369 ]I:
313169 ]12]0
6|69 12/0]|3
919 (12,0 1| 3|6
121121031619
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e Gy :Va,be H temos que a+b e H.
o (5 : Sabemos que o elemento neutro de Z;5 = G é e =0 € H.

e (G3:Va € H temos a™! € H.

Logo H é um subgrupo de (G, *) = (Zy5,+).
b) H = {z € Z; z é um ntimero impar }, G =Z;axb=a+b+ 1,a,b € G.

Temos que o conjunto H # ().

o (1 : H é fechado, pois para

a,be H entaoa=2n+1e b= 2k + 1 com n, k € Z. Portanto

axb = (2n+1)x(2k+1) = (2n+1)+(2k+1)+1 = 2n+2k+2+1 = 2(n+k+1)+1 € H.
e (5 : O elemento neutro é (—1) pertencem a H pois ax (—1) = a,Va € H.
e G5:Sea € H,eaxa ' = e temos que

2n+1)xa™ ' =-1

n+l14+a +1=-1

al=(-2n-2)-1=a'e€H

Logo H ¢é um subgrupo de G = Z.

Exemplo 2.3.5: Seja G = GLy(R) o grupo multiplicativo das matrizes invertiveis de
ordem 2 sobre (R) e H o conjunto das matrizes quadradas de ordem 2, com determinante
igual a 1. H é um subgrupo de G. De fato, se A, B € H, entao det(A) =1 e det(B) = 1.
Como det(A - B) = det(A) -det(B) =1-1, temos A- B € H.

A matriz

pois det(l3) =1

Se B € H entao det(B) = 1, logo existe B! tal que B! - B = I, pois det(Iy) =
det(B™' - B) = det(B) - det(B™') temos det(B™') =1 e B~' € H. Pela proposigao 2.3.2,
H é um subgrupo de G.

Proposicao 2.3.6: Seja G um grupo. Dado a € G e m,n € Z, entao
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Proposicao 2.3.7: Dado um grupo multiplicativo GG se a € GG, entao o subconjunto H =
{a™/m € Z} é um subgrupo de G.

Demonstracao:
Sejam x = a™ e y = a™ elementos de H (my,mq € 7).
)x-y=a™- -a™ =ag™t™ ¢ H.

i) 27! = (a™) ' =a"™ € H.

2.4  Grupos Ciclicos

Nesta secao destacaremos a classe dos grupos ciclicos. Essa classe de grupos sao
essenciais para o estudo de grupos, em particular, para o desenvolvimento de estratégias
no contexto do jogo Puzzle-15. Antes disso, destacamos o conceito e alguns resultados

relacionados a ideia de subgrupos gerados.

O conceito de subgrupo gerado ¢ fundamental no estudo dos grupos ciclicos. Um
subgrupo gerado é um subconjunto de um grupo que contém todos os elementos que podem
ser obtidos através de combinagoes das operagoes do grupo. O estudo dos subgrupos
gerados, permite uma compreensao mais profunda das propriedades e estabelece uma

conexao importante entre os elementos do grupo e os subconjuntos que eles formam.

Se S é um subconjunto qualquer do grupo G, o conjunto {ajas...a,/n € Nya; € S
ou a; ' € S} serd denotado por < S > e chamado conjunto gerado por S. Quando o
conjunto é finito, digamos S = {ay, as, ..., a,}, utilizaremos a notacdo < as, as, ..., a, >

para designar < {aj, ag, ..., a,} >.
A proxima proposi¢ao mostra que o conjunto gerado por S é um subgrupo de G.

E importante ressaltar que o subgrupo gerado é o menor subgrupo de G que contém S, ou

seja, nao é possivel encontrar um subgrupo menor ainda que inclui esses elementos.

Proposicao 2.4.1: Seja S um subconjunto do grupo G. Entdao < S > é um subgrupo de
GG, chamado subgrupo de G gerado pela subconjunto S.

Demonstracao:

Basta provarmos que V z,y €< S >, temos que z-y € < S >eax ! € <8 >. Sejam
x,y €< S >. Entdo,x =a;-as-...-a,coma; €ESoua; €S tey="b -by-.. b, com

1 1, -1 -1

b;eSoub; € S7 Assim, x-y=aj;-ag-...-ay-by-by-...-byext=at a,’, cay .

O que mostra que z -y e 7' estdo em < S >.
O subgrupo H apresentado na proposicao 2.3.7, isto é,
H = {a™/m € Z}.

Chama-se subgrupo ciclico gerado por a. Diz - se também que a é gerador de H. Em
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simbolos,
H=<a>={a"/m € Z}.
Isto nos leva a definicao:

Definicao 2.4.2: Um grupo G é ciclico quando existir um elemento a € G' de maneira
que gere todos os elementos de G, ou seja, G =< a >. Na sequéncia apresentamos alguns

exemplos e resultados sobre grupos ciclicos.
Observacgao 2.4.3: Para um grupo ciclico G =< a > ha duas possibilidades:
a) a™ = e para todo m € N. Neste caso, G tem ordem finita.

a) a™ # e para todo m € N. Neste caso, todas potencias de a sao distintas e G tem ordem

infinita.

Exemplo 2.4.4: O grupo multiplicativo G = {1, —1} ¢ ciclico uma vez que {(—1)"/m €
7}y ={1,-1} =G.
Exemplo 2.4.5: Todo grupo ciclico é abeliano, pois a™ - a™ = a™™™ = a" - a™,Vm,n € Z.
Observagao 2.4.6: A reciproca nao é verdadeira, pois Zs X Zs, com a operacgao de adigao
nao ¢é ciclico.

De fato, Zy x Zo é dado por {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Vamos determinar todos os subgrupos gerados por Zs X Zs.

Seja By = (0,1),

Assim,
< Bl >=< (6, i) >= {(676)7 (67 i)}
Agora, seja By = (1,0),

Observamos que nao existe elemento em Zs X Zy que gera todos os elementos, isto

é, Zy X 7o nao € ciclico.

Observe que se g € G, entdao < g >={...,(¢71) 2,97, e,9,9% ...}; com frequéncia,
quando 7 € N, escrevemos g~ para denotar o elemento (¢~1)". Com estas notagoes, temos
<g>={g'/t € Z}.
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Definigao 2.4.7: A ordem do elemento g € G' (a qual denotamos por o(g)) é a ordem do
subgrupo gerado por g, isto é: o(g) =| < g > |.

A ordem de ¢ é finita se existe o menor inteiro positivo m, tal que ¢™ = e. Neste

caso, denotamos o(g) = m. Caso contrario, a ordem de ¢ infinita é denotada por o(g) = occ.

Exemplo 2.4.8: Considere o grupo aditivo (Zg, +). Vamos determinar a ordem se seus

elementos. Veja a seguir a tabua de composigao do (Zg, +)

+(0|1]2]3|41|5
0/0|1]2[3]4]5
11112[3/4(5]0
212(3[4(5|/0|1
313|4(5[0]1]2
4 1415]0]1/2]3
5(5(0[1(2|3|4

Como

<0>= {0}

<1>=1{0,1,2,3,4,5} = Zs

<2>=10,2,4}
<3>=1{0,3}
<4>=10,2,4}

Segue da defini¢ao 2.4.7:

0(0) = 1; o(1) = 6; 0(2) = 3; 0(3) = 2; 0o(4) = 3; 0(5) = 6

Observe pelo exemplo anterior que 1 e 5 sdo geradores de (Zg, +), ou seja, um
grupo ciclico pode conter mais de um gerador.
Exemplo 2.4.9: Se G é um grupo aditivo gerado por a, entdo G = {m -a/m € Z}.
Proposicao 2.4.10: Seja a um elemento de um grupo multiplicativo GG. Se a ordem de a
ém > 0, entdo < a > é um grupo finito de ordem m dado por < a >= {e,a,d?, ...,a™ '}.
Demonstracao:

Mostraremos que o conjunto {e,a,a?,...,a™ '} tem exatamente m elementos. De
fato, suponha que existem a’, a’ € {e,a,a?, ...,a™ '} tais que a' = a’/,com 0 < i < j < m,
entdo 0 < j—i<mea’ " =e, oqueéum absurdo, pois O(a) = m. Mostraremos que

<a>={e,a,a* ...,a™}. Seja x €< a >, existe n € Z de maneira que z = a". Usando

o algoritmo da divisao em Z com relagdo aos elementos m e n temos que existem ¢, r € Z
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tal que n =m-q+r onde 0 < r < m. Dali,
r=a"=ad" """ =ad""-a" =el-a"=e-a" =ad".

Como 0 < r < m, segue que x € {e,a,aQ, ...,am_l}.

Proposic¢ao 2.4.11: Seja G =< a > de ordem n. Entdo a' é um gerador de G se, e

somente se, mdc(t,n) = 1.

Demonstracao:

(=) Se a' é um gerador de G, entao existe r € Z tal que (a')” = a. Entdo o' ! = e.
Como O(a) =n,dain\t-r—1=t-r—1=qg-n=t-r—q-n=1= mde(t,n) = 1.
(<) Suponhamos que mdec(t,n) = 1. Entao existem inteiro r e ¢ tais que:
l=7r-t+q-n. Logo

a"ttim = q = a'" = a.

Como G =< a >, segue que Vg € G, temos g = a', para i € Z. Logo g = (a')"*, portanto
G=<ad >.

2.5 Teorema de Lagrange

O Teorema de Lagrange é um resultado fundamental na teoria de grupos que
estabelece uma relagdo importante entre a ordem de um grupo e a ordem de seus subgrupos.
De acordo com o Teorema de Lagrange, se G é um grupo finito e H é um subgrupo de G,
entdo a ordem de H divide a ordem de G. O Teorema de Lagrange permite classificar os
subgrupos de um grupo, em particular, os grupos ciclicos, com base nas dimensoes das

suas ordens. Isso é crucial para entender melhor sua estrutura.

Antes de enunciar e provar teorema de Lagrange, é crucial estabelecer alguns

resultados e conceitos. Vejamos a seguir

Proposicao 2.5.1: Dados ¢1,¢2 € G, g1 = g2 modH < ¢195 " € H define uma relacao de

equivaléncia no conjunto G.
Demonstracao:
i) g1 = g1 modH, pois e = gig; ' € H,V g, € H.
ii) g1 = go modH = gy = g1 modH, pois se g1-g5" € H temos: g2-97" = (g1-95 ") > € H.
iii) g1 = go modH e gy = g3 modH = g, = g3 modH, pois g1g5' € H e gog5* € H =
(9192") (9205") EH = g1+ (95" - 92) 95" € H= gqug5' € H.

Consideremos a classe de equivaléncia g3 = {g2 € G/g2 = g1 modH}. Assim

g2 € §1,& go = gi(modH) & go97' = h € H, para algum h € H < g, = h - g, para
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algum h € H. Denotaremos Hg; = {h-g1;h € H} = g1, que é chamado classe lateral a
direita de H em G.

Representamos o conjunto quociente {g/g € G} por G/H, ou seja, G/H =
{H -g/g € G}.
De modo analogo podemos definir uma classe lateral a esquerda de H em G,

denotada por gH, através da relacio g = g1 modH < g7'gs € H, Vg1, 9, € G.
Lema 2.5.2: Seja H um subgrupo do grupo finito G e g € G, entdo #(Hg) = #(H).

Definimos a funcao:

¢ : H— Hg
h — hg

¢ € bem definida e injetora.

Dados hy, hy € H, ¢(h1) = ¢(hs) se. e somente se, h1g = haog. Portanto hy; = hs.
v é evidentemente sobrejetora, pois hg = ¢(h),h € H.

Portanto ¢ ¢é bijetora. Logo: #H = #Hg.

Vamos supor que G/ H possua exatamente n classes laterais, ie, G/H = {Hg1, Hga, ..., Hg, },
onde ¢1, g2, ..., gn € G. Como {H g1, Hgs, ..., Hg, } ¢ uma partigao de G, temos Hg;,NHg; =
), se Hy U Hgo U Hgs U ... U Hg,,. (Unido disjunta)

Teorema 2.5.3: (Teorema de Lagrange) Se G é um grupo finito e H é um subgrupo de

G, entao a ordem de H divide a ordem de G.

Vimos que H determina uma relacao de equivaléncia em G e como G é um grupo

finito, entdo o conjunto G/H das classes laterais a direita de G ¢ finito. Fagamos:
|G/H|=neG/H={Hg,Hgs,...,Hgn}.

Assim G = Hgy U Hgo U Hgs U ... U Hg,,, dai |G| = |Hg1| + |Hgz| + |Hgs| + ... +
|Hg,|, e como |Hg;| = |H| (lema anterior), segue que |G| = |H| + |H| + |H| + ... + |H| =
|Gl =n-[H]|.

O teorema de Lagrange é de fundamental importancia porque introduz relagoes

aritméticas na teoria de grupos.

Devemos notar que a reciproca do teorema ¢é falsa, pois, um grupo finito (G, *) nao
tem necessariamente um subgrupo de ordem r divisor da ordem de G, assim por exemplo,
o grupo alternado (A4, o), o qual estudaremos melhor no préximo capitulo, é de ordem 12

e nao possui subgrupos de ordem 6.

Corolario 2.5.4: Todo grupo finito de ordem prima é ciclico (em particular é abeliano).

Este corolario facilita na determinagao de alguns grupos ciclicos.
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Demonstracao:

Seja G um grupo e |G| = p, onde p é um nimero primo. Se g € G, g # e, entao
< g > é um subgrupo de G contendo o conjunto {e, g}. Logo, pelo Teorema de Lagrange
| <g>|édivisor de |G| =pe|<g>|>1. Portanto | < g > | = p e isso nos diz que
G=<g>.

Corolario 2.5.5: Se G é um grupo tal que |G| < 5, entdo G é abeliano.

Demonstracao:

Se |G| =1, entdao G = {e} e se |G| =2, 3 ou b, entdo pelo corolario 2.5.4, G é
ciclico e portanto G é abeliano. Suponha que |G| = 4. Se existe g € G tal que < g >= G,
entao G é ciclico e portanto abeliano. Se nao existe g € G, g # e tal que < g ># G entdo
pelo Teorema de Lagrange, temos que O(g) = 2. Logo, ¢ = e;Vg € G. Pela proposi¢io
2.5.1, G é abeliano.

No exemplo a seguir, mostraremos que (Zg, +) ¢ um grupo ciclico. Os elementos
de Zg sao: {0,1,2,3,4,5}.

Exemplo 2.5.6: Observe alguns subgrupos gerados pelos elementos de Zg.

a) Subgrupo trivial: < 0 >= {0}. Sua ordem ¢ 1, que de fato divide a ordem de Zg (que

possui ordem 6).

b) Subgrupo gerado por 2: < 2 >= {0,2,4}. Sua ordem ¢ 3 que também divide a ordem
de ZG‘

ordem de Zg.
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3 GRUPO DE PERMUTACOES

A teoria de grupos de permutagoes é um ramo essencial da teoria de grupos, que se
concentra no estudo das propriedades nas estruturas que podem ser formadas por meio de
suas composicoes. As permutagoes simples é um dos agrupamentos estudados na Anélise
Combinatoria. Trata-se de todos os agrupamentos ordenados que podemos formar com os
elementos de um conjunto. Ao explorar os grupos de permutagoes, podemos investigar
propriedades fundamentais, como a decomposicao em ciclos, a ordem das permutagoes
e a existéncia de elementos inversos. Além disso, a teoria de grupos de permutacoes
encontra aplicagdes em diversas areas, como criptografia, algoritmos de ordenacéo e teoria
de niimeros. Nesta se¢do, examinaremos em detalhes os conceitos e propriedades da teoria
de grupos de permutacoes, explorando suas aplicagoes e destacando sua importancia no
estudo das permutacoes e estruturas relacionadas. Nesta secao usaremos as seguintes
referéncias: [1], [14], [19], [20], [22] e [28].

3.1 Permutacoes de um conjunto

Uma permutacao simples ¢ uma reorganizacao dos elementos de um conjunto sem
repeticdo em uma ordem especifica. Em uma permutacao simples todos os elementos

devem ser utilizados e nao podem ser repetidos.

Por exemplo, considere o conjunto {1,2,3}. As permutagoes simples desse conjunto
Sa0:

{(1,2,3),(1,3,2),(2,3,1),(2,3,1),(3,2,1)(3,1,2) }.

Observe que cada permutacao representa uma ordem diferente dos elementos do
conjunto original, com a ressalva de que a permutacao identidade (que nao altera a ordem

dos elementos) é incluida. Veremos, a seguir, uma defini¢do mais formal e elegante deste

conceito que nos ajudard no estudo de grupo de permutacoes.

Definigao 3.3.1: Seja X um conjunto nao vazio. Chamamos de permutacao dos

elementos de X, toda funcao bijetora f: X — X.

A aplicagao idéntica de X, isto é, Ix : X — X definida por Ix(x) = = para todo

x € X, é denominada permutagao idéntica de X.

Seja X = {1, 2,3}, indicaremos uma permutagao v de X pela notagdo matricial:
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onde na primeira linha estao os elementos de X = {1, 2, 3}, e na segunda linha, a respectiva

imagem 7(i),7 € X.

Com esta representacao, a permutacao idéntica de X, Iy, pode ser representada

12 3
Iv —
X (123)

Denota-se por Sx o conjunto de todas as permutagoes de X, ou seja,

por

Sx ={f: X — X|f ¢ bijetora}.

Veremos na préxima secao que o conjunto Sx sob a operacao de composicao de

fungoes é um grupo.

Estamos particularmente interessados no caso em que o conjunto X é um conjunto
finito de n elementos. Neste caso, Sx sera denotado por S, e também conhecido como
grupo simétrico de ordem n. O grupo S,, possui uma série de propriedades e estruturas
interessantes, que o tornam um objeto de estudo relevante na matematica. No exemplo

anterior, X = {1,2,3}. Assim, as permutagoes de S5 sdo: (2 x 3)
(123 (123
el 203 Tl 3
(123 B
T2 = 13 9 Vs =
(123 (123
B2 13 T3 21

Observe que apresentamos todas as permutacoes dos elementos de S3. O proximo

~
w =
=N
N W
\—/

resultado apresenta uma férmula para obter o nimero de elementos de S,,.
Proposigao 3.1.2: A ordem do grupo simétrico de S,,, é igual a n!.

A prova esta fundamentada no Principio Fundamental da Contagem. Como
a permutacao é uma funcao bijetora, para o primeiro elemento do grupo teremos n
possibilidades, para o segundo elemento do grupo teremos (n — 1) possibilidades, e
assim por diante, até termos duas possibilidades para o (n — 1)-ésimo elemento e apenas
uma para o n-ésimo elemento. Assim, o nimero total de permutac¢des de um conjunto
finito com n elementos é igual ao produto dos n primeiros inteiros positivos, isto é:

n-(n—1)-(n—2)-...-n=nl
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3.2 Permutacao Inversa

Seja X ={1,2,3,...,n} e v uma permutagao em X. Entao, existe a permutagao

inversa de v que denotamos por v~!. Escrevendo ambas em formato matricial, temos :

Observe que a permutacao inversa é obtida trocando a primeira linha com a segunda

linha. Apds o reordenamento, podemos escrever:

A permutacao inversa também possui propriedades interessantes. Por exemplo, a
permutacao inversa de uma permutagao que consiste apenas de ciclos disjuntos ¢ igual
a permutacao original. Isso ocorre porque inverter a ordem de um ciclo nao altera seus

elementos, apenas sua ordem.

Seja X ={1,2,3,...,n}, e v uma permutagao de X. Entao a inversa de -, denotada

por y~! serd a permutacao:

le(v(l) 12) (3) - v(n)) :( L2 3 .o )
1 2 3 ...n Y H) yH2) 4E3) ... ()

Exemplo 3.2.1: Seja o conjunto X = {1,2,3,4,5}, considere uma permutagao ¢ de X,
dada por:

(r2sas) g
7T l43 15 9 °

A permutacao inversa de ¢ é a aplicacao bijetora:

_1 4 3 1 5 2 1 2 3 45
1 23 45 35 2 14

A permutacao identidade de X é

12345
Iy = €S
X(12345) °
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E claro que a inversa de Iy é ela mesma, ou seja, Ix = Iy', mas isto pode ocorrer

para outras permutacoes como por exemplo, a permutagdo ¢ a seguir:

(1 2345\ |
"Tl21s543)°7
3.3 Permutacao Composta

Sejam, v : X — X e ¢ : X — X duas permutacoes de X. E facil ver que as

composicoes (@ o)) e (1 o ) sdo bijetoras e, por isso, também sdo permutagoes.

Exemplo 3.3.1: S Considere as permutagoes @ e ¢ de Sy.

1 2 3 4 ” 1 2 3 4
—= (& —=
4 231 14 341 2

Agora vamos obter a permutagao composta (p o 1)) é:

(po)(1) =p(¥(1)) = »(3) =1
(po)(2) = p(¥(2)) = p(4) = 4
(po)(3) =¢(¥(3)) = p(1) =2
(po)(4) =p(¥(4)) = »(2) =3

Na notac¢ado matricial, a permutagdo composta sera:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
oy = o =
2 31 4 34 1 2 1 4 2 3

Da mesma mesma forma, obtém-se:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
oy = o =
3 4 1 2 2 31 4 4 1 3 2

Observe que ¢ o1 # 1 o p. Ou seja, a operagao de composi¢ao nao é comutativa.

3.4 Grupo das permutacdes de um conjunto

Inicialmente, como mencionamos anteriormente, provaremos que (Sx,o) é um
grupo.
Proposicao 3.4.1: Seja X um conjunto nao vazio e Sx = {7 : X — X/ é bijetora }.

Vamos mostrar que Sy sob a composicdes de funcdes é um grupo. E claro que
Sx # 0, pois
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dx : X — X

T

¢ uma bijecao.

Mostraremos primeiramente que Sy é fechado sob a operacao de composicao "o".

Consideremos f,g € Sx. Dali,
f: X—Xeg: X —X

Dados =,y € X,
Ora,

(fog)x)=(fog)y) = flg(x)) = fl9(y))
= g(z) = g(y)

>r=y

ou seja, fog é f injetora. Agora, dado z € X, entdo como f é sobrejetora, existe x; € X
tal que f(z1) = z. Por outro lado, como 21 € X e g é sobrejetora existe x5 € X com

g(x9) = z1. Por isso,

(N)@1) =2z= f(g(z2)) =2 = (fog)(za) =2

Dai, f o g é sobrejetora e portanto é bijetora. Isso mostra que a operacao composicao, é

uma operagao sobre S.

Sabemos que 7 o ” é associativa, também

deX—>X

T
E tal que
(f oidx)(z) = flidx(z)) = f(z), Vfe€Sx e VreX
Da mesma forma,

(idx o f)(x) =idx(f(x)) = f(x), VfeSx e VreX
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Portanto, idx é o elemento neutro da operacao.

Sabe-se que uma funcao é bijetora se, e somente se, admite inversa. Como cada

f € Sx é uma bijecao, tem-se que existe f~! € Sx tal que
foft=fTlof=1idx

Portanto, (Sx, o) é um grupo, o qual chama-se grupo de permutagées de X.
Proposicao 3.4.2: Se #(X) > 2, entdo (Sx, o) nao é abeliano.
Demonstracao:

Se o conjunto B em mais de dois elementos, o grupo (Sx, o) nao é abeliano. Como
#(X) > 2, facamos X = {by, by, b3} U X'. Considere as permutagoes 7 e p € Sy, assim
definidas:

T(r1) = X9, T(T2) = x3,7(23) = 21, t(x) =2,V € X — X'

p(x1) = z9, p(x2) = 21, p(3) = 23, p(0) =2 Ve X — X'

Temos:

(r0p)(z1) = T(p(21)) = T(22) = 73

(po7)(21) = p(7(21)) = pla2) = 71

Portanto, 7 0 p # p o 7, isto mostra que o grupo (Sx, o) nao é abeliano.

Para designar a permutagao assim definida, usaremos a notacao (a; as as... a,) para
representar um r-ciclo, ou ciclo de comprimento r. Um 2-ciclo é chamado de transposicao,

e o 1-ciclo ¢ a identidade.

Exemplo 3.4.3: Seja o conjunto X = {1,2,3,4,5} e seja o € Ss, tal que:

1 2 3 45
o =
41 3 2 5

Como «(l) =4,a(4) = 2,a(2) = 1,a(3) = 3 ¢ a(b) = 5, entdo «a é um 3-ciclo.

Portanto, podemos escrever

a = (142)(3)(5) ou simplesmente o = (142). Em geral, ndo consideraremos o

1-ciclo na representacao de uma permutacao.

Da mesma forma, considere
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A permutagao f é um 2-ciclo, ou uma transposigao, 3 = (14), pois B(1) = 4, B(4) =
1,B(2) =2,B(3) =3 ¢ B(5) = 5.

Definicao 3.4.4: Dois ciclos a = (my my ... m;) e f = (ny na ... ng) sdo disjuntos, se
{mi ma ... m,} N {ny ny ... ns} = 0. Isto é, se nenhum elemento de S,, é movimentado

simultaneamente pelos cilos a e 8. Ciclos disjuntos permutam entre si.

Por exemplo, em Sj os ciclos (1 3 4) e (2 5) sao disjuntos e os ciclos (1 3 5) e (2 5),

nao sao disjuntos, pois o elemento 5 pertencem a ambos os ciclos.

Observacgao 3.4.5: Um mesmo r-ciclo pode ser representado de varias formas diferentes,
pela rotacao dos elementos no ciclo, por exemplo, em um 5-ciclo, denotado por (1 2 3 4 5),
poderd ser também denotado por (234 51),0u (45123),ou(51234)ou (3451 2),

pois cada ciclo pode ser obtido a partir de uma rotagao.

Proposicao 3.4.6: Toda permutacao o € S,, é um produto de ciclos disjuntos. Além

disso, o produto ¢é tinico a menos da permutacao identidade e da ordem dos fatores.
Demonstragdo: A demonstracao serd omitida, mas pode ser vista em [12].

Exemplo 3.4.7: Represente a permutagao a € Sy, na forma de ciclo disjuntos.

123 4567
o =
256 3174
Iniciamos no niimero um, e procuramos o ciclo que ele determina, da seguinte
maneira:
1—2—5—71.
Fechamos o ciclo (1 2 5);

Agora vamos para o proximo inteiro menor, que nao apareceu no ciclo anterior,

que ¢é 3, e determinamos seu ciclo, da mesma maneira:
3—6—T7—4—3.
Logo, fechamos o outro ciclo (3 6 7 4).
Portanto, a = (12 5) (36 7 4).

Os ciclos mais simples depois da identidade sdo os 2-ciclos e esses sdo denominados

transposicao.

Proposicao 3.4.8: Se n > 1, toda permutacao de S,, pode ser escrito como um produto

de transposicoes.

Demonstragao: Pela proposi¢ao 3.4.6, basta mostrar que todo ciclo (ajas...a,) é um
produto de transposi¢oes. De fato, para provar isto, observaremos que todo ciclo de

comprimento r, pode ser escrito
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(a1as...a;) = (ara,)(a1a,-1)...(a1a3)(a1az).

Exemplo 3.4.9: Decompor em transposicdo a seguinte permutacao « de S7:

123 4567
o =
2537146
De acordo com a proposicao 3.4.8, temos:
a = (125)(476)

Agora, basta aplicar o resultado utilizado na proposicao 5 para cada ciclo, isto é,
a = (15)(12)(46)(47).
3.5 Estudo do S5
Em S5 temos os seguintes elementos:
a) um unico elemento de comprimento 1 : e = (1);
b) Trés transposigoes: (1 2), (1 3) e (2 3);
¢) Dois ciclos de comprimento 3: (1 2 3), (13 2).7

Sejam ¢ = (12 3) e p=(12) elementos de S3. Logo:

dp=(132) (12) = (23)]
pé=(12) (132) = (13)
6= =(132)(132) = (123)

pP=pp=(12)(12) =)= Ix.
Portanto S3 = {Ix, ¢, p*, ¢p, pd}. Concluimos entdo que S3 =< ¢,p > e pela

proposicao 2.2.1, S3 nao é abeliano.

A seguir construiremos a tabela de S3 e a partir dela determinaremos todos os seus

subgrupos.
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Tabela de S;

o |Ig| ¢ | p || dp|pd
Ig |Ip| & | p | & | op|pod
¢ | op | Ip | po | p
plp|pd|Is|op|d®| ¢
o>\ | Ip | dp| & | p | op
oplp| p | ¢ |pp|Ip| ¢
pp | pp | dp | &* | p | ¢ | Ip

Os subgrupos de S3 sao: {Ig}; {Ip, p}; {15, op}; {15, po}; {15, ¢, p}; Ss.

Os subgrupos {Ig, p};{Ip, ¢p} e {Ip, pp} possuem ordem 2, portanto sdo grupos

abelianos. O subgrupo {Ig, ¢, p} tem ordem 3, portanto é ciclico.

3.6 Permutacoes Pares e Impares

De acordo com a proposi¢ao 3.4.8, podemos decompor uma permutacao em trans-
posicoes. No entanto, a decomposi¢ao nao é unica. Para isto, observe que como (a b) (b a)
¢é o elemento neutro de 5,,. Desta forma, num produto de transposi¢oes podem-se inserir
tantas expressoes desse tipo quando desejarmos, sem alterar o resultado. Para ver isto,
basta mostrar no exemplo anterior, onde escrevemos a permutagao o = (1 2 5) (4 7 6).

Note que o ciclo, (4 7 6) pode ser escrito
(476)=(46)(47)=(12)(21)(46) (47).

Entretanto, pode-se provar que todas as decomposi¢oes de um mesmo ciclo em
transposi¢coes compartilham a mesma paridade, isto é, que a paridade do ntmero de
transposi¢oes em uma decomposicao é bem definida. Para provar tal resultado, é necessario

definir o conceito de assinatura de uma permutacao.

Definicao 3.6.1: A assinatura de uma permutacao

a; as ... Qp
o =
by by ... b,

é o namero real, aqui denotado por sng o, e definido por:

(i,5),i>5

a; — aj
I
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Exemplo 3.6.2: Obtenha a assinatura das permutacoes abaixo:

1 2 3
o =
1 2 3

a)

b)
1 2 3
5:(2 1 3)
a)sgn(a)zgj-z:i~§:§:(1)-(1)~(1):1
b) sgn(f) = -+ 51872 gy 9. (=1

T1-2'3-2'3-1_

O exemplo (a) mostra que a assinatura da permutacao idéntica é sempre 1, inde-

pendentemente do tamanho do conjunto. Isso ocorre porque a permutacao identidade nao

envolve nenhuma troca de elementos e, portanto, nao possui inversdes. O exemplo (b)

mostra que o sinal de uma transposicao é sempre -1, pois para retornar a permutacao

identidade, precisamos fazer apenas uma inversao, no caso, trocar o 2 por 1. O préoximo

resultado aborda este fato.
Proposigao 3.6.3: A assinatura de uma transposicao é -1.
Demonstracao: Seja 7 € S, uma transposicao.

Podemos representar 7 da seguinte maneira:

ay as ... Qp
T =
ay as ... bn

Se (r, s) é um par de indices da primeira linha da transposi¢do 7 e 1 <r < s <

entao os casos possiveis sao as seguintes:
Az — a4y

a) (r, s) = (1, 2) cujo fator correspondente em sgn 7 é =—1.
ay — az
, s — a1
b) r=1e s> 2, caso em que o fator correspondente de (r, s) em que sgn 7 é .
as — a2
, Qs — Q2
c)r=2es>2, caso em que o fator correspondente de (r, s) em sgn 7 é :
s —
, Qs — Qp
d) r > 2 e, neste caso, o fator correspondente de (r, s) em sgn 7 é =1
as — Gy

Como os fatores de b) e ¢) aparecem em pares cujo produto é 1, entao:

ag —ap 1

sgn T =
a1 — a2

n,
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Uma observagao relevante é que o sinal de uma composicao de duas permutacoes é
igual ao produto de sinais de cada permutacao. Este resultado sera discutido na préxima

proposicao e desempenha um papel fundamental no estudo do sinal de uma permutacao.
Proposigao 3.6.4: Para quaisquer permutacoes o, € S, sgn (po o) = (sgn ¢)(sgn o).

Demonstracao: Permutando convenientemente as colunas de ¢, podemos descrever:

a; as ... Qp b1 bg bn
o = e Y=
b1 bg bn Ci Cop ... Cp

i b, —b; o —a
A0 et~ sen (po0).

a; — a P —
— bj Ci — Cj Ci—¢

bi

Os resultados apresentados nas duas tltimas proposi¢oes nos fornecem uma con-

(sgn ¢)(sgn o) = (sgn o)(sgn ¢) = 1

sequéncia importante no estudo do sinal das permutagoes, a qual sera enunciada no

corolario a seguir.
Corolario 3.6.5: Se 0 € S5, entdo sgn 0 = +1.

Toda permutacao pode ser expressa como um produto de transposicoes. Portanto:
0 —=T10T20...07,

Utilizando transposicoes convenientes 7, 7o, ..., 7, € S,,. Entdo, usando-se a genera-
lizagdo natural da proposicao anterior para r fatores e considerando-se que a assinatura

de uma transposicao é igual a -1:

sgno =sgn (mmomo..o7) = (sgnm) (sgn 72) ... (sgn7.) = (=1)(—=1)...(—-1) =
(—1)" = +1.
Corolario 3.6.6: Qualquer que seja a permutagio o € S,,, sgn o1 = (sgn o)~ 1.

Demonstragao: Como (1 2) o (1 2) indica a identidade de S, entdo 07! oo = (1 2) o (1
2). Portanto:

sgn (071 (sgn o) = sgn (671 o) = sgn[(1 2) o (1 2)] = [sgn (1 2)][sen (1 2)] =
(D)) =1

De onde, sgn o~}

= (sgn o)~ L.

Proposicao 3.6.7: Seja dada uma permutacao o € S,, e consideremos duas composigoes

de o em transposicoes:
0 =T10T720...0T, €0 =1 0P20...0 g
Entao os inteiros r e s tem a mesma paridade.

Demonstragao:
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Devido ao corolario 3.6.5, sgn 0 = (—1)" = (—1)°. Se r for par, entao (—1)" = 1;
dai (—1)° =1 e, portanto, s também é par. O raciocinio é andlogo no caso em que r for

impar.

Definicao 3.6.8: Uma permutagdo o € S,, é chamada par ou impar conforme possa ser
expressa como um produto de um nimero par ou impar de transposicoes. Em outras
palavras, conforme sua assinatura seja +1 ou -1. O conjunto das permutagoes pares de S,
serd indicado por A,, A, # () pois id = (1 2)(2 1) é par.

|
Proposigao 3.6.9: Para todo n > 1, o conjunto A,, é um subgrupo de ordem % de S,,.
O subgrupo A, sera denominado por grupo alternado de grau n.

Demonstracao: Sejam 0,9 € A,. Entdo sgn (0) = 1 e sgn (p) = 1. Como, sgn
(cop™)=(sgno) (sgnp)t=1-1"1 =1, entdo 0o~ € A,. Logo, A, é um subgrupo
de S,,.

Sejam r as permutacoes pares e s as permutagoes impares de .S,,, que denotaremos

respectivamente por oy, 03, ...,0, € ©1, P, ..., ps. Multiplicando as permutacoes pares por

uma transposicao 7, obtemos as permutacoes:
TOO1,TO0g,....,T OO0,

Mas, como o produto de uma permutac¢ao impar (a transposi¢do 7) por uma par,

todos esses produtos sao impares. Logo, r < s.

Analogamente, se multiplicarmos as permutag¢oes impares por 7, obteremos as s

permutacoes pares:

TOY1,TOY2,...., T OPg

Portanto, s < r. De onde, r = s, e como r + s = nl, entdo o(A,) = %‘ e, por

conseguinte, (S, : A,) = 2.

Faremos um breve comentario sobre grupos alternados. Demonstramos que se
uma permutacao pode ser escrita como o produto de um ntimero par de transposicoes,
entao qualquer outra decomposicao desta permutacao em produto de transposicao tem

um numero par de fatores. Neste caso a permutacao é dita par.

Exemplo 3.6.10: Vamos examinar os casos n = 2, n = 3 e n = 4, do grupo alternado A,,.
Para n = 2, os elementos de Sy sdo (1) e (1 2). Logo, o par Ay = ({(1)},0) é 0

grupo alternado de ordem 2.

Para n = 3, os elementos de S5 sdo: (1); (1 2); (13); (23); (123); (132). Como
(123)=(12)(13)e(132)=(13)(12),entdo as permutagoes pares de Sz sdo (1); (1
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23) e (132)logo, opar Az = ({(1); (123); (132)}, 0) é o grupo alternado de ordem 3, cuja

tabela é:

° (1) |(123)](132)

(1) (1) | (123)](132)
(123)](123)](132) ] (1)
(132) | (132) | (1) |(123)

Para n = 4, as permutagoes pares sao:

¢r=(1);¢2=(123); ¢3=(143); 1= (234); ¢5 = (14 3); ¢ = (123); ¢r = (24 3);
Pg=(124); g =(123); pro=1(12) (34); p11=(13) (24) e p12=(14) (23). Logo, o
par Ay = ({¢1, @2, ..., P12}, 0) é o grupo alternado de ordem 12.

Este grupo nao é abeliano, pois: ¢o¢3 = (23 4) # (1 2 3) = ¢3¢s.

Note que o grupo A, é formado pela permutagao idéntica (1) de Sy, oito ciclos do
tipo (a b ¢) de comprimento 3 e trés elementos da forma (a b) (¢ d), de modo que o grupo

4]
(A4, 0) tem ordem 12 = 7
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4 O JOGO PUZZLE 15

Neste capitulo vamos tratar de um puzzle permutacional: Puzzle-15. Aqui, descre-
veremos os movimentos do puzzle por meio de permutagoes e usaremos resultados basicos
da Teoria de Grupos para obter as configuracoes do Puzzle-15. Nesta secdo as referéncias

utilizadas sao: [1], [5], [9], [17] e [29].

O jogo Puzzle 15, também conhecido como Jogo do 15, é um quebra-cabeca
deslizante que consiste em uma grade 4x4 com 15 pegas numeradas e um espago vazio. O
objetivo do jogo é organizar as pecas em ordem numérica, deslizando-as pelo tabuleiro,

deixando o espaco vazio na posicao correta.

Embora seja um jogo simples, o Puzzle 15 tem uma historia interessante. Inventado
pelo famoso inventor e cientista Noyes Palmer Chapman, Chapman era um engenheiro
ferroviario americano que criou o jogo originalmente como um brinquedo para seus filhos.
Ele o chamou de "Puzzle do 15"devido ao niimero maximo de pecas e ao objetivo de

organizéa-las em ordem crescente.

O jogo ganhou popularidade rapidamente e se espalhou por todo o mundo. Logo,
as versoes do jogo comecaram a ser produzidas em grande escala por varias empresas e se

tornaram um sucesso entre as pessoas de todas as idades.

Uma curiosidade interessante é que o Puzzle 15 pode ser considerado uma versao sim-
plificada de um quebra-cabega maior e mais antigo chamado "Square Root Puzzle"(Puzzle
da Raiz Quadrada). Esse quebra-cabega consistia em uma grade 8x8 com 64 pegas e
também tinha o objetivo de organizar as pecas em ordem numeérica. O Puzzle 15 foi uma

versao reduzida e mais acessivel desse conceito.

Desde sua criagao, o Puzzle 15 tem sido um desafio popular implementado em
diferentes formas e variagoes. Além disso, o jogo também serviu de inspiracao para outros

quebra-cabegas deslizantes e jogos similares ao longo dos anos.

Atualmente, o Puzzle 15 pode ser encontrado em diversas plataformas, incluindo
aplicativos, jogos de computador e até mesmo em versoes fisicas como brinquedos. Ele con-
tinua a ser apreciado como um jogo divertido e desafiador, proporcionando entretenimento

para pessoas de todas as idades ao redor do mundo.

No contexto do jogo Puzzle 15, os grupos ciclicos desempenham um papel funda-
mental na compreensao das propriedades e estratégias de solugao. Ao explorar as possiveis
permutacgoes das pecas no Puzzle 15, percebe-se que existem padroes recorrentes que se
repetem ao longo das diferentes solugoes. Esses padroes podem ser representados por

grupos ciclicos. Cada acao de deslizar uma peca em uma direcao especifica pode ser vista
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como uma permutacao, e a repeticao dessas permutacoes leva a um ciclo de movimentos.

Os grupos ciclicos no jogo Puzzle 15 podem ser entendidos como sequéncias de
movimentos que levam o tabuleiro de volta a uma configuragao anterior, formando um
ciclo. Por exemplo, o movimento de deslizar uma pega da posi¢cao 1 para a posicao 2,
seguido pelo movimento de deslizar a peca da posicao 2 para a posi¢ao 1, forma um grupo
ciclico de ordem 2. Esse ciclo de movimento de ordem 2 pode ser repetido varias vezes

para criar estratégias de solugoes.

O Puzzle-15 é composto por uma placa 4 x 4 com 15 pecas méveis (deslizantes),

numeradas de 1 a 15 e um espago vazio, como na Figura 1 a seguir:

13 1) 14 ||| 15

Figura 1 — Puzzle-15, posicao original.

Cada movimento do puzzle consiste em deslizar uma pega numerada para o espago
vazio adjacente em movimentos horizontais e verticais. Na posi¢ao inicial (Figura 1),
pode-se mover apenas a peca 12 para baixo e a peca 15 para direita, e assim por diante.
Apo6s mover as pecas aleatoriamente, o objetivo do puzzle é tentar voltar a sua posicao de
origem (Figura 1).

No comego da década de 1890, Samuel Loyd (1841- 1911), nascido nos Estados
Unidos, um grande inventor de puzzles, ofereceu um prémio de 1000 ddlares para quem

conseguisse resolver o puzzle na configuracao original com apenas duas pecas trocadas, a

pega 14 e a 15 (puzzle 14-15), conforme a Figura 2.



Capitulo 4. O JOGO PUZZLE 15 54

L3 ]|f 15 ||| 14

Figura 2 — Puzzle 14-15.

O objetivo era trocar apenas as pecas 14 e 15 de lugar e retornar a posicao
original (Figura 1). VArias pessoas afirmavam ter solucionado o problema, entretanto
nao apresentaram publicamente a resolu¢ao, e por fim, o prémio proposto nunca foi
entregue. O puzzle 14-15, da forma como foi apresentado, ndo possui solucao, e por isso, o
prémio nao foi entregue a ninguém. Samuel Loyd defendeu ser autor e criador do puzzle
15 até sua morte, em 1914. Apds sua morte, seu filho e colaborador publicou o livro
“Cyclopedia of Puzzles”, onde aparece o Puzzle 14-15, que pode ser encontrado na integra

em http:www.mathpuzzle.com/loyd/.

Demonstramos que para além de mera recreacdo, um jogo tem a capacidade de nos
proporcionar oportunidades para a construgao de conceitos fundamentais, alinhando-se com
as metodologias ativas estudadas neste trabalho para assimilagdo dos conceitos significativos
de permutacao simples. Como resultado final de nossa investigacdo, fundamentamos a
inviabilidade de resolver o quebra-cabeca 15-puzzle conforme a concepgao inicial de seu
criador, Samuel Loyd. Nossa abordagem buscou uma justificativa fundamentada em bases
matematicas, porém, nao negligenciamos a apresentacao de um contetido didatico acessivel,
direcionado especialmente a estudantes que estao nos estagios iniciais do estudo da algebra.
Este estudo estabelece os alicerces para um possivel desenvolvimento futuro, uma sequéncia
didatica voltada ao 15-puzzle podera ser elaborada tendo como foco a exploracao dos
grupos de permutagoes através das fases do jogo. Tal empreendimento visa a contribuir
significativamente com o ensino da Algebra e com o avanco das pesquisas nesse campo

especifico.

A anélise sobre a impossibilidade da solugao para a versao apresentada puzzle

14-15, serd objeto de estudo da secao 4.2.
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4.1 Puzzle-15 e as permutacdes

Cada pega do quebra-cabega puzzle 15 é numerada de 1 a 15, com espaco vazio
representado pelo nimero 16. Isso significa que podemos considerar uma configuracao do
puzzle 15 como uma permutacao de S, 0 que nos permite aplicar os conceitos matematicos
da teoria de grupos e permutagoes, para analisar suas propriedades. Para ilustrar essa
ideia, na figura 3, apresentamos uma representacao grafica de uma configuragao tipica do

puzzle 15, destacando o espago vazio com o nimero 16 (vermelho).

13 ||| 15 || 14 ||| 16

Figura 3 — Puzzle-15, espaco vazio como a peca 16.

Na Figura 1, o puzzle esta no estado resolvido, nenhuma peca foi movida. Repre-

sentamos na forma matricial esta permutacao:

(123456789 10 11 12 13 14 15 16
\1 2345678910 11 12 13 14 15 16

A permutacao acima representa a identidade de Syg.

Exemplo 4.1.1: Considere o Puzzle na Figura 4. Observe que, a peca 1 foi movida para
a caixa 10, a peca 2 foi movida para a posicao da caixa 3, a pega 3 foi movida para a caixa
2, a peca 4 movida para a caixa 14, a peca 6 movida pra a caixa 15, a pe¢a 8 movida para
caixa 12, peca 9 movida para a caixa 11, peca 10 para a caixa 8, peca 11 movida para
caixa 9, peca 12 movida para a caixa 1, pe¢a 14 movida para a caixa 4, peca 15 movida
para a caixa 16 e a peca 16 que representa a casa vazia, posicionada na caixa 6. Dessa
forma, construimos a permutacao « correspondente a permutacao que descreve as posi¢oes

da Figura 4:
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12 3 2 14

11 1 9 3

13 ||| 4 6 || 15

Figura 4 — Exemplo Puzzle-15 embaralhado.

(1 23 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
\1232 14516 7101 1 9 8 13 4 6 15

a = (112810 )(2 3)(4 14)(6 16 15)(9 11).

No capitulo 3, vimos que se n > 1, toda permutacgao de S,, pode ser escrita como um
produto de transposi¢oes. Sendo assim, podemos escrever uma sequéncia de movimentos
como uma composi¢ao de transposi¢oes, movendo a peca ¢ para a caixa vazia, denominada
de casa 16, fixando as demais pecas. Essa movimentacao sera denotada por v;, com
1< < 15.

Observe que, uma sequéncia de movimentos do Puzzle-15 ¢ uma composicao de
varias transposicoes envolvendo o 16. Por exemplo, comecando na posicao da Figura 1,
podemos fazer uma rotacao no sentido horario das pegas 11, 12, 15 e 16 como na Figura 5

a seguir:
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HBABRE | CIC I ]
I 5 6 | 7 8 " " H
Vi2 Vi1
I 9 10 " 11 12 | 11 16 “ 16 11 ‘l
I| 13 14 | 15 16 15 12 “ 15 12 m
Vis Vig “

I 15 11 15 11 ‘l
I| 16 12 12 16

Figura 5 — Sequéncia de movimentos do Puzzle-15.

Esta sequéncia de movimentos corresponde ao seguinte produto de transposigoes:

12345678910 11 12 13 14 15 16
/U:
2 123456789 10 11 16 13 14 15 12

v = (12 16) = sgn(12 16) = —1.

12345678910111213141516)

a = V11 © V12 =
(12345678910161113141512

a = (11 16 12) = sgn[(11 12)- (11 16)] = sgn(11 12) - sgn(1l 16) =
(-1)-(-1)=1.

123456 789 10 11 12 13 14 15 16
123456 789 10 15 11 13 14 16 12

5211150042(

B = (11 15 16 12) = sgn[(11 12)- (11 16)- (11 15)] = sgn(1l 12)-
sgn(1l 16)-sgn(11 15) = (—1)-(=1)-(-1) = —1.
Portanto, chegamos a conclusao de que é possivel expressar todos os movimentos

legais do quebra-cabega de 15 pecas como permutacoes. Esse método nos permite discernir
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claramente a assinatura de cada movimento. Além disso, ao organizar as colunas de
maneira adequada, torna-se viavel rastrear de maneira eficiente o percurso percorrido

desde o inicio até o desfecho dos movimentos.

4.2 Impossibilidade de solucao do puzzle 14-15

Como mencionado anteriormente, consideraremos o problema proposto por Samuel
Loyd, o Puzzle 14 - 15 (Figura 6), e nesta se¢ao, nos dedicaremos a demonstrar que essa
configuragao especifica nao possui uma solucao viavel. A demonstracao desses resultados

foi fundamentada nas seguintes referéncias, [1] e [5]

Figura 6 — Gravura retirada do Cyclopedia of Puzzles 14-15

Teorema 4.2.1: Se as pecas numeradas 14 e 15 no "Puzzle 15"estao trocadas de lugar em

relacdo a configuracao inicial, entao essa configuracao especifica nao tem solucao.

Demonstragao: Como discutido anteriormente, cada movimento no "Puzzle 15"pode ser
representado como uma transposigao, onde o espago vazio (representado pelo nimero 16)
interage com as pegas numeradas de 1 a 15. Se considerarmos a configuracao desejada,
representada pela transposi¢do (1 2), e tentarmos alcangé-la a partir da configuragao

inicial (Figura 1), usando um produto de transposi¢oes, podemos escrever:
(14 15) = (aq 16)(az 16)...(a; 16), onde 1 < a; < 15

Na proposicao 3.5.1, estabelecemos que a transposicao tem sinal -1. Portanto, o

sinal da transposi¢ao (14 15) no primeiro membro da igualdade acima é -1.

Agora, consideremos a quantidade de movimentos necessarios para que o espago
vazio (representado pelo niimero 16) retorne a sua posi¢ao inicial. Essa quantidade de
movimentos é sempre par. Se o nimero 16 se moveu a vezes para a esquerda e b vezes
para cima para retornar a sua posicao original, ele também deve se mover a vezes para a
direita e b vezes para baixo. Esses movimentos podem ocorrer em qualquer ordem, como b
vezes para baixo e a vezes para a direita. Em resumo, o nimero total de movimentos m

que respeita essa condi¢ao é dado por m = 2(a + b), que é sempre um nimero par.
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Aqui reside a contradi¢do essencial: a transposi¢do (14 15) no primeiro membro
da igualdade tem sinal -1, enquanto a quantidade total de movimentos é sempre par.
Conforme a teoria das permutacoes, a paridade de uma permutacdao é uma caracteristica

invariante, o que significa que nao pode ser alterada por meio de movimentos validos.

Portanto, a discrepancia entre os sinais das permutagoes no primeiro e segundo
membros da equacao demonstra que a configuragdo dada nao pode ser alcangada a partir
da configuracao inicial por meio de transposi¢oes validas. Isso, por sua vez, prova a

impossibilidade de solugao para essa configuragao especifica do quebra-cabeca.

4.3 Possiveis posicoes do Puzzle-15

A solubilidade do jogo "Puzzle 15"é uma questao intrigante que tem sido inves-
tigada ha décadas. Nesta secdo, se concentra na andlise das configuragoes soliveis do
jogo, destacando como o grupo alternado A5 pode ser aplicado para determinar quais

configuragoes podem ser resolvidas.

Como vimos no capitulo anterior, o grupo alternado A,, é um subgrupo do grupo
simétrico S,, que contém todas as permutacoes com paridade par. Isso significa que A;s
consiste em permutacoes que podem ser representadas como uma composicao de um

numero par de transposicoes.

A solubilidade de uma configuragao no jogo "Puzzle 15"esta diretamente relacionada
a paridade de sua permutagdo associada. Configuragoes soliiveis pertencem ao grupo
alternado Aj5 e, portanto, tém paridade par. Isso significa que é possivel retornar a

configuragao inicial através de um ntmero par de movimentos.

Exemplo 4.3.1: Observe a permutacao realizada entre as pecas do puzzle, conforme a

figura 7. O nimero de transposi¢oes caracteriza uma permutagao par.

13 14 15 12

Figura 7 — Exemplo permutacao par
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(1234567289 10 11 12 13 14 15 16
e 123456 789 10 16 11 13 14 15 12

a= (11 16 12) = sgn[(11 12)- (11 16)]

(—1)- (1) = 1.

12) - sgn(11 16) =

Por outro lado, configuragoes insoltuveis tém paridade fmpar e, portanto, nao

pertencem ao grupo alternado Ajs.

Exemplo 4.3.2: Observe a permutacao realizada entre as pecas do puzzle. O niimero de

transposigoes caracteriza uma permutacao impar.

1 2 3 4
5 6 16 8
9 10 7 11
13 14 15 12

Figura 8 — Exemplo permutacdo impar

5 123456 7 8910 11 12 13 14 15 16
\1 23456168910 7

11 13 14 15 12

§=(7 16 12 11)= sgn[(7 11)-(7 12)-(7 16)] = (=1)-(=1)-(=1) = —1.

Podemos observar como a anélise anterior que o grupo alternado A;5 desempenha

um papel critico na determinagao da solubilidade. Configuracoes soltuveis, com paridade

par, podem ser resolvidas, enquanto as insoltveis, com paridade impar, nao tém solugao

dentro das regras do jogo. Isso demonstra a aplicacao pratica da teoria de grupos na

resolucao de problemas do mundo real, como o "Puzzle 15". A compreensao das propriedades

matematicas subjacentes a esse quebra-cabeca classico pode ajudar a desenvolver estratégias

mais eficazes para sua resolucao.

O préximo capitulo apresenta um contetdo significativo, mas podemos torna-lo

muito mais eficaz e envolvente ao incorporar exemplos de3 atividades praticas e ilustragoes.



Capitulo 4. O JOGO PUZZLE 15 61

Além disso, destacaremos que estas atividades podem servir como uma oportunidade para

introduzir conceitos da algebra abstrata.

O grupo de permutagoes ¢ um ramo essencial da teoria de grupos, que se concentra
no estudo das propriedades e estruturas que podem ser formadas por meio de suas

composicoes.

A permutacao simples é um dos agrupamentos estudados, que trata de todos os
agrupamentos ordenados que podemos formar com os elementos de um conjunto. Ao
explorar os grupos de permutagoes, podemos investigar propriedades fundamentais, como

a decomposicao em ciclos, a ordem das permutacoes e a existéncia de elementos inversos.



62

5 PROPOSTA PEDAGOGICA: SEQUENCIA
DIDATICA DO PUZZLE 15

Nesta se¢ao abordaremos a sequéncia didatica para o ensino e aplicagao das teorias
envolvidas no jogo Puzzle 15. As referéncias utilizadas aqui sao: [10], [13], [16], [17], [18],
[21], [23], [24], [25] [26] e [31].

A sequéncia didatica é uma estratégia pedagogica fundamental no processo de
ensino-aprendizagem, cuja importancia é ressaltada por especialistas da area da educacao,
como Zabala (1998). Essa abordagem consiste em organizar e estruturar as atividades de
ensino de forma sequencial e articulada, visando promover a construcao do conhecimento

de maneira mais eficaz e significativa para os alunos.

Zabala (1998), destacado pedagogo espanhol, ressalta a importancia da sequéncia
didatica ao considerar a necessidade de superar uma educacao fragmentada e centrada na
mera transmissao de informacoes. Ele defende que uma abordagem sequencial, envolvendo
diferentes etapas, contribui para a internalizacao dos conteiidos pelos alunos, permitindo
que eles se apropriem do conhecimento de forma ativa e autonoma. No contexto da sala de
aula, a sequéncia didatica envolve a concepgao de um percurso de ensino que compreende
desde a introducao do tema até a realizacao de atividades que promovem a reflexao, o
debate, a experimentacao e a aplicagao pratica dos conceitos pensados. Esse processo
se intensificou em momentos de exploracao, problematizacao, construcao, aplicacao e

avaliacao, proporcionando uma aprendizagem mais integrada e contextualizada.

No ensino de Matematica, vemos tal sequéncia sendo apresentada por Lima (1999),
possibilitando refletir que a conceituagao, a manipulagao e a aplicagao sdo processos
fundamentais no fazer pedagdgico do docente em uma atividade sobre matematica. Diante
do exposto, estruturar os conceitos apresentando-os aos alunos sequencialmente do menor
para o maior grau de complexidade visando a construcdo de um arcabougo cognitivo
onde diferentes ramificagoes conceituais matematicas possam ancorar, consolida uma
assimilacao mais efetiva, além de possibilitar a anélise e avaliacao de cada etapa apresentada,
retomando processos de ensino-aprendizagem se houver necessidade. O desenvolvimento
cognitivo matematico, ou seja, a capacidade de processar informacoes e transforma-las em
conhecimento ocorrerd concomitantemente as etapas sequenciais seguintes, a manipulacao
e a aplicagdo. A manipulagao possibilita ao aluno transpor a abstracao e vivenciar os
conceitos matematicos em sua concretude e a aplicagao consolida a aprendizagem, pois
exige uma elaboracao mental onde o conhecimento propicia a compreensao dos fenomenos

e fatos do cotidiano e sobre eles inferir, atuar e solucionar problemas.
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A importancia da sequéncia didatica reside no fato de que ela contribui para a
construcao de saberes de maneira mais profunda e duradoura. Ao permitir a conexao
entre os conhecimentos prévios dos alunos e os novos conteudos, essa abordagem favorece
a compreensao global dos temas e incentiva a participagao ativa dos alunos no processo
educativo. Além disso, a sequéncia didatica favorece a interdisciplinaridade, permitindo a
integracao de diferentes areas de conhecimento e a compreensao das relagoes entre elas
em cada etapa, ao longo do processo. Ver uma pequena peca, analisar sua aplicabilidade
e sua utilidade em diferentes engrenagens, ressignifica sua importancia como um todo e
em um motor. A interdisciplinaridade pode ser vista nesse contexto, cada etapa de uma
sequéncia é uma peca que se for vista apenas no todo perde-se a percep¢ao do quanto ela

pode integrar-se a outros saberes e contribuir para a amplitude de sua compreensao.

No entanto, é importante ressaltar que a elaboracao de uma sequéncia didatica
demanda planejamento e reflexdo eficaz por parte dos educadores. E necessario considerar
as caracteristicas dos alunos, os objetivos de aprendizagem, os recursos disponiveis e as

estratégias pedagogicas mais adaptadas para cada etapa da sequéncia.

Frente ao exposto, Da Gama e Cabral (2017), realca a flexibilidade da sequéncia
didatica, que deve ser adaptavel as diferentes necessidades dos alunos e enriquecida por
uma variedade de recursos e estratégias. Ele propoe uma abordagem holistica, onde
a sequéncia se ajusta ao desenvolvimento dos estudantes. Ja Moreira (2011), conecta
a sequéncia didatica com a efetivacao dos objetivos educacionais. Ele argumenta que
essa ferramenta permite a harmonizacao entre os contetdos vistos, o contexto cultural
e social dos alunos, promovendo uma aprendizagem mais contextualizada e envolvente.
Nesse contexto, os trabalhos de Dolz, Noverraz e Schneuwly (2004), concentram-se na
aplicacao da sequéncia didatica ao ensino da escrita, propondo uma abordagem baseada em
géneros textuais. Através dessa perspectiva, a sequéncia é projetada para desenvolver as
habilidades de escrita dos alunos, capacitando-os a se comunicar efetivamente em situagoes

do mundo real.

Em sintese, esses autores apoiam uma visao unificada da sequéncia didatica como
um elemento vital na pratica pedagégica. Ela serve como um guia seguro que estimula
a aprendizagem ativa e contextualizada, enquanto facilita a aquisicdo de competéncias
especificas, como a escrita. A sequéncia diddtica emerge como um instrumento valioso, per-
mitindo aos educadores alcancar resultados de aprendizagem mais profundos e satisfatorios
as necessidades dos alunos. Assim, a sequéncia didatica, conforme destacado por Zabala
(1998), é uma ferramenta valiosa no processo educativo, pois proporciona uma abordagem
mais estruturada, integrada e significativa, favorecendo a construgdo do conhecimento de

maneira mais profunda e o protagonismo dos alunos.
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5.1 Sequéncia didatica para o estudo da permutacao a partir do
Puzzle 15

Desde 2015 a 1%, 22 e 3 Série do Ensino Médio recebem diretrizes, quanto a grade
curricular das diversas matérias, da Base Nacional Curricular Comum (BNCC). Neste
documento normativo estao especificados os conteidos e objetivos para cada nivel de
ensino. Observa-se que nos objetivos de aprendizagem da Matematica com relacao a
Numeros e Operagoes, indicios da Analise combinatéria houveram alteragoes nas trés
versoes publicadas. A 12 edicao explicitava como objetivos de aprendizagem “resolver
e elaborar problemas de combinatoéria, envolvendo estratégias bésicas de contagem” e a
2% edicao “resolver e elaborar problemas de contagem de possibilidades pelo principio
multiplicativo, incluindo aplicacoes da unidade probabilidade e estatistica” Na 3* e atual
edicao, lancada no final de 2018, houveram alteragoes significativas, até entao a divisao
era realizada por matéria e passou a ser por area de conhecimento e suas competéncias

especificas e os objetivos passaram a ser tratados como habilidades.

Com relagao a area de Matematica, no que se refere a Analise Combinatoria, como
anteriormente mencionado, é perceptivel uma evolugdo pequena, porém continua, como é
observado nas habilidades da Competéncia Especifica 3 de Matemaética e suas Tecnologias:
(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos
ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo
a estratégias diversas, como o diagrama de arvore e (EM13MAT311) Identificar e descrever
o espaco amostral de eventos aleatérios, realizando contagem das possibilidades, para
resolver e elaborar problemas que envolvem o cédlculo da probabilidade. As habilidades
mencionadas oferecem subsidios que possibilitarao a introducao dos conteidos conceituais

de permutagao.

Observa-se que ao longo da histéria mudaram a perspectiva e suas formas de
abordagem em relacao ao ensino e a aprendizagem, muitas vezes na tentativa de aproximar
o conteiido ministrado nas salas de aula da sua vivéncia real. No Ensino Médio, a exploracao
de matematicos que avangam em conhecimento, investem em abordagens pedagogicas
intuitivas para promover o entendimento profundo e a aplicacdo pratica. A sequéncia
didatica, uma estratégia estruturada de ensino e em consonancia com a proposta didéatica
da BNCC, revela-se uma ferramenta poderosa para a introducao e exploracao de conceitos

complexos, como permutagao, através da integracao do cativante jogo Puzzle 15.

Antecedendo a aplicacao do jogo Puzzle 15 como metodologia ativa para o ensino

e aprendizagem dos conceitos de permutacao, recomenda-se a seguinte sequéncia didatica:

1. Apresentagao da Teoria da Permutagao Nesta primeira etapa os alunos

deverao compreender como a permutagao envolve a disposi¢ao ordenada de elementos e
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serao expostos as formulas béasicas para calcular o nimero de permutacoes em diferentes
situacoes. O fatorial também sera aplicada como uma ferramenta essencial para resolver
problemas de permutacao. Em seguida, sera feita a introducao de permutacgao simples
com situagao problema, com o objetivo de despertar o raciocinio dos estudantes, para
que reflitam e discutam possibilidades para solucionar determinada situacao. Com isso,
o discente fara assimilagao dos critérios utilizados para resolucao do exemplo com o
raciocinio logico da questao, associando o raciocinio apresentado ao calculo de permutagao
simples, que sao possibilidades existentes que temos para reorganizar de maneira distinta
uma fila indiana, senhas bancarias, anagramas com algarismos e letras demonstrando
para seus alunos que determinada situacao problema poderia também ser desenvolvida
por uma permutacao simples, j4 que nao existe nestes primeiros exemplos repeticao
de letras, e introduzir o conceito formal e a férmula geral utilizada para determinar
permutagdes simples. Serao desenvolvidos exemplos de construgao de anagramas com
letras, usufruindo dos conceitos explicados de simplificacdo de expressoes numéricas com a
operacao fatorial. Para finalizar a aula expositiva, o discente podera propor uma atividade,
para ser desenvolvida em grupo, com o objetivo de verificar a assimilagao dos conceitos

dos estudantes.

Apos a apresentacao tedrica, os alunos terao a oportunidade de explorar exemplos
concretos de permutacao. Eles resolverao exercicios que envolvam arranjos de letras em
palavras, compreendendo como aplicar as férmulas de permutacao para calcular o niimero
de ordens possiveis. Além disso, serdo desafiados a resolver problemas que lidam com a

permutacao de elementos repetidos e nao repetidos.

A seguir, serao apresentados exemplos de atividades que poderao ser aplicadas aos

alunos para introduzir o conceito de permutacao.

Atividade 1: Permutacao de Cores: Imagine um conjunto de trés cores: vermelho,

verde e azul. Quantas permutagoes podemos formar?
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) .

Vermelho . . Vermelho
CAzd - O NERY Verde
" Verde - Azul

- Verde Verde
Vermelho - Azd
Azul " Vermelho
[ —— ,.' ) A
zul L < L Azdl
Vermelho - de cores - - Verde
~ Verde . - . . Vermelho
~‘ . ) ' : — -,.

Figura 9 — Permutagoes das cores: vermelho, azul e verde

Atividade 2: Permutacao de Ntumeros: Considere os nimeros de 1 a 3. Quantas

permutacoes podemos formar sem repetir o algarismo?

1 1 |
2 3
3 2

-2
3
1

. 2 g - .
.'1 C --. : .
3 . L .
A

8 _ denumeros
o .
—

Figura 10 — Permutacoes dos nimeros: 1, 2 e 3

Atividade 3: Permutacao de Letras: Considere as letras A, B e C. Quantas

permutacoes podemos formar sem repetir as letras?
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A
C
B
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A
c. ' -'deletras @ - C
A - . B
B o A

- ]

Figura 11 — Permutacoes das letras: A, Be C

Atividade 4: Permutacao de Frutas: Imagine que vocé tenha trés frutas dis-
tintas: uma maca, uma banana e uma laranja. Quantas permutagoes com estas frutas

conseguiremos formar?

Maga . - Maga
‘Banana- < NTN{, Larahja
“Laranja a Banana

'Banana Banana
Maga _ Laranja
Laranja V'Maga

Laranja - de objetos = Laranja
Maga - : - * Banana :
Banana . |, ~ Maca .

—————— .
Figura 12 — Permutacoes de objetos: Maca, laranja e banana

Com estes exemplos o aluno serd capaz de verificar que o niimero de permutacoes

de um conjunto é dado por n!, onde n é o nimero de elementos do conjunto.
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2. Apresentagao do Puzzle 15 e Suas Relagoes com Permutagao: Tornar
uma aula de permutacao pratica com o jogo Puzzle 15 é uma maneira divertida e eficaz
de ensinar conceitos de permutacao e desenvolver habilidades de resolugao de problemas.

Aqui estao algumas etapas para criar uma aula pratica com o Puzzle 15:
Materiais necessarios:

Um tabuleiro de Puzzle 15 (vocé pode usar uma versao fisica ou criar uma versao
digital). Um quadro ou tela para projetar o tabuleiro para toda a turma ver. Marcadores

para escrever no quadro.
Passos para a aula pratica:

Introdugao aos conceitos de permutacao: Comece a aula explicando o que é uma
permutacao. Explique que uma permutacao ¢ uma reorganizagao dos elementos em uma
ordem especifica. Mostre alguns exemplos simples, como permutar as letras de uma

palavra.

Apresentacao do Puzzle 15: Apresente o Puzzle 15 a turma e explique as regras do
jogo. Mostre como as pecas podem ser movidas e que o objetivo é coloca-las em ordem

numeérica.

Demonstragao inicial: Realize uma demonstracao inicial na frente da turma, mos-
trando como resolver um quebra-cabega simples do Puzzle 15. Explique os movimentos e

estratégias basicas para resolver o quebra-cabeca.

Atividade pratica em grupo: Divida a turma em grupos pequenos e distribua
tabuleiros do Puzzle 15 para cada grupo. Peca aos alunos que resolvam o quebra-cabeca

em grupo, incentivando a colaboragao e a discussao sobre as permutacoes envolvidas.

Desafio: Apos algum tempo de pratica, desafie os grupos a encontrar maneiras
diferentes de resolver o quebra-cabeca. Isso os ajudara a compreender melhor a variedade

de permutagoes possiveis.

Discussao em sala de aula: Retina a turma e promova uma discussao sobre as estra-
tégias que os grupos usaram para resolver o Puzzle 15. Peca aos alunos que compartilhem

suas observacoes sobre as permutacoes envolvidas e as dificuldades encontradas.

Aplicacao dos conceitos de permutagao: Apods a discussdo, relacione o que aprende-
ram com o jogo a teoria das permutagoes. Explique como as permutacoes sao usadas em

matematica, ciéncia da computacao e em varias areas da vida cotidiana.

Desafio individual: Como tarefa de casa ou atividade individual, os alunos podem
ser convidados a resolver um Puzzle 15 mais complexo por conta prépria. Isso testara

ainda mais suas habilidades de permutacao.

Revisao e avaliagao: No final da aula, revise os conceitos de permutacao e peca
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aos alunos que escrevam ou discutam como a experiéncia com o Puzzle 15 os ajudou a

compreender melhor esse topico.

Esta abordagem pratica envolve os alunos de forma ativa, tornando o aprendizado
dos conceitos de permutacgao mais envolvente e tangivel. Além disso, o jogo Puzzle 15 é

uma maneira divertida de aplicar esses conceitos na pratica.

Nesta fase, o Puzzle 15 sera apresentado como um exemplo pratico de permutacao.
Os alunos aprenderao a mecanica do jogo, entendendo que cada movimento corresponde
a uma permutacao de pecas. Eles perceberao como as pecas numeradas podem ser
reorganizadas em uma ordem especifica, andloga aos conceitos associados a permutagao

construidos nas etapas anteriores.

Como sugestao de aplicagao para os alunos, seria pertinente levar o jogo fisico para
que os estudantes o manuseiem e comecem a se familiarizar com o Puzzle 15 e suas regras.

Segue abaixo algumas imagens dessa atividade com os alunos do Ensino Médio.

Os alunos serao desafiados a resolver o Puzzle 15 em grupos e ou individualmente.
Aqui, eles aplicarao diretamente os conceitos de permutacao que aprenderam até agora,
explicando seus movimentos com base na manipulacao ordenada das pecas. Ao resolver
o quebra-cabega, eles essencialmente realizam permutacoes sequenciais para alcancgar o

estado de ordem desejado.

A imagem apresentada abaixo, captura o momento em que os alunos sao introduzi-
dos ao desafiante jogo do Puzzle 15. E nesse instante que eles iniciam sua interagdo com o

tabuleiro, as pecas, os movimentos possiveis e as regras fundamentais do jogo.

O reconhecimento do tabuleiro é o primeiro passo, onde os estudantes observam e
absorvem a estrutura do jogo, composta por uma grade de quadrados numerados e um
espaco vazio. A andlise das pecas segue em seguida, entendendo sua disposicao inicial e o

objetivo de ordené-las sequencialmente.

Os movimentos possiveis, compreendendo deslizamentos horizontais e verticais das
pecas adjacentes ao espago vazio, sao explorados e experimentados. Os alunos comecam a

perceber a logica e a estratégia necessarias para alcangar a configuracao correta.

Além disso, durante essa fase introdutoria, as regras do jogo sao explicadas e
discutidas, esclarecendo como avancgar no desafio e alcangar o objetivo final de organizar

as pecas em ordem numérica crescente.

Essa interacao inicial com o Puzzle 15 nao apenas desperta o interesse dos alu-
nos, mas também inicia a construcao de habilidades cognitivas e estratégicas que serao
fundamentais para o progresso no jogo e para a aplicagao desses aprendizados em outras

atividades matematicas e de resolucao de problemas.
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Figura 13 — Alunos manuseando o Puzzle 15 - Acervo pessoal

3. Desafios de Permutacao Inseridos no Contexto do Puzzle 15: Os alunos
enfrentarao desafios especificos de permutacao relacionados ao Puzzle 15, com a finalidade

de reforgar seu entendimento.
Exemplos de perguntas incluem:

Quantas configuracoes iniciais tnicas sao possiveis? Eles investigarao quantas
configuragoes iniciais distintas do Puzzle 15 existem. Isso os levara a calcular o niimero de

permutagoes possiveis para as pecas.

Quantos movimentos, em média, sdo necessarios para resolver o Puzzle 15 a partir
de uma configuragao de partida aleatoria? Isso incentivara os alunos a explorarem padroes
e estratégias de resolucao. Dado um arranjo especifico do Puzzle 15, quantas solugoes
Unicas podem ser alcancadas? Isso promovera a compreensao de que diferentes permutagoes

levam a resultados distintos.

4. Discussoes e Reflexdoes em Sala de Aula:

Atividade 1: Apods a resolugao do Puzzle 15 e exploracao dos desafios de per-

mutagao associados, havera discussoes em sala de aula. Os alunos compartilharao suas
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estratégias, observacoes, solugoes e resultados que obtiverem, fortalecendo a compreensao

coletiva do conceito de permutacao.

Atividade 2: Agora, introduziremos o conceito de paridade, que é fundamental
na algebra abstrata, mas também tem aplicagOes praticas em varias areas da ciéncia e
tecnologia. Sequéncia de ntmeros, de trocas de elementos, em que o numero de trocas
é um ndimero par (Paridade Par): Comegamos com a sequéncia de ntmeros 3, 1,2, que

vamos definir como configuracao inicial. Agora, vamos efetuar duas trocas :
Trocar o 3 com o 1: 1,3,2
Trocar o 3 com o 2: 1,2,3

Agora a sequéncia estd em ordem crescente e fizemos um nimero par de trocas, o
que significa que a configuracao de paridade é par. Portanto, esta é uma sequéncia com

paridade par.

Sequéncia de nimeros com trocas impares (Paridade Impar): Comegamos com
a sequéncia de numeros 1,3,2,4,7,6,5,9,8 que vamos definir como configuracao inicial.

Agora, vamos efetuar duas trocas :
Trocar o 3 com o 2: 1,2,3,4,7,6,5,9,8
Trocar o 7com o 5: 1,2,3,4,5,6,7,9,8
Trocar o 8 com09: 1,2,3,4,5,6,7,8,9

Agora a sequéncia estd em ordem crescente e fizemos um nimero impar de trocas,
o que significa que a configuracao de paridade é impar. Portanto, esta é uma sequéncia

com paridade impar.

Atividade 3: Explorar o conceito de Paridade no jogo Puzzle 15

A paridade dos elementos no jogo Puzzle 15 é de extrema importancia para
determinar se uma determinada configuracdo do quebra-cabeca é solucionavel ou nao. Ela
ajuda a garantir que um estado especifico possa ser resolvido usando movimentos validos
dentro das regras do jogo. A solucionabilidade do Puzzle 15 esta diretamente relacionada
a paridade do ntimero de inversoes na configuracao inicial do quebra-cabecga. Dois cenarios

principais surgem com base na paridade:

Paridade Par: Se a configuracao inicial tiver um ntimero par de inversoes, é
possivel resolver o quebra-cabeca. Isso significa que a configuragao é solucionavel, logo

retornaremos na posicao inicial.

Paridade Impar: Se a configuragao inicial tiver um nimero impar de inversoes,
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Figura 14 — Puzzle-15, posigao original.

nao sera possivel resolver o quebra-cabeca dentro das regras do Puzzle 15 padrao. Neste

caso, obteremos a configuragao do tabuleiro proposto por Samuel Loyd, o criador do

quebra-cabeca, que instigava os adversarios na resolucao de um desafio que nao possui

solucao.

11

12

13 ||| 15

14

Figura 15 — Puzzle 14-15.

Entender a paridade é crucial ao resolver o Puzzle 15, pois ajuda a evitar movimentos

intteis e a determinar se uma configuracao pode ser resolvida. Se a configuracao inicial

tiver uma paridade compativel com a solugao, o jogador pode ter a confianga de que o

quebra-cabega pode ser resolvido por meio de uma sequéncia de movimentos validos.

5. Projeto de Criagdao de Quebra-Cabecgas Personalizados: Como etapa
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final do sequenciamento didatico, os alunos criarao seus proprios comandos de quebra-
cabecas, estabelecendo desafios especificos de permutagao para seus colegas resolverem.
Essa atividade encorajara a aplicacao criativa do conhecimento adquirido e aprofundara

consideravelmente a compreensao de permutacoes.

A interligagao entre a sequéncia didatica, o ensino de permutagio e o jogo Puzzle 15
enriquece a experiéncia educacional. Os alunos nao apenas desenvolvem uma compreensao
solida da teoria da permutagao, mas também aplicam esses conceitos em um contexto ludico,
pratico e cativante. A escolha de uma metodologia ativa envolvendo essas abordagens
integradas estimulam o pensamento analitico, a resolucao de problemas e a percepcao das
relagoes matematicas em situagoes do mundo real, preparando-os para desafios matematicos

mais avancados e enriquecendo seu repertorio de habilidades cognitivas.

5.2 Cronograma da sequéncia didatica do Puzzle 15

O quadro abaixo dard norte para a sequéncia didatica.

A presente proposta pedagdgica tem como propésito central a utilizagao do jogo
Puzzle 15 como uma sequéncia didatica enriquecedora para o ensino do conceito de
permutacao no ambito do Ensino Médio. Com énfase na criacdo de um ambiente de
aprendizado interativo e cativante, esta abordagem visa compreender a compreensao dos
alunos sobre permutagao, fomentando o desenvolvimento do pensamento 16gico, habilidades

de resolucao de problemas e aplicagao concreta do conteido matematico.

Duracao: O planejamento dessa proposta se estende ao longo de trés semanas,

divididas em seis aulas, com duas aulas semanais dedicadas a essa exploracao.
Semana 1: Introducdo ao Conceito de Permutagao

Aula 1: Introducao aos Fundamentos da Permutacao: Na primeira semana, o foco
esta na apresentacao inicial do conceito de permutacao. Através de exemplos praticos e
fundamentados, como a rearrumacao de elementos em uma sequéncia numérica ou a troca
de letras em uma palavra, os alunos serao imersos na natureza intrinseca da permutacao.
Esta aula também destacard a importancia da ordem precisa dos elementos, bem como da

unicidade desses elementos em uma permutacao.

Aula 2: Representacoes e Aplicagoes: A segunda aula da semana estd reservada
para uma revisao do conceito de permutacgao inferior. Aprofundando o conhecimento, os
alunos serao expostos a diferentes métodos de representar permutagoes, como a notacao
de ciclos e a representagao matricial. Além disso, os exercicios praticos em sala de aula

serao atendidos, permitindo que os alunos apliquem o conceito em cenarios do cotidiano.
Semana 2: Exploracao do Jogo Puzzle 15 e Andlise de Permutagoes

Aula 3: Desvendando o Puzzle 15: A terceira aula inicia com a introducio do
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jogo Puzzle 15. Os alunos serao instruidos sobre as regras do jogo, seus objetivos e o
mecanismo de movimentacgao das pecas. Durante essa aula, os alunos serao guiados em uma
demonstracao pratica, permitindo que compreendam as acoes necessarias para alcancar a

sequéncia correta.

Aula 4: Aplicando a Teoria de Permutagao: Na quarta aula, os alunos serao
incentivados a jogar o Puzzle 15, sejam eles individuais ou em grupos. Enquanto jogam,
serao solicitados a observar e registrar as permutagoes ocorridas a medida que manipulam as
pecas. Em seguida, uma discussao em grupo permitira que compartilhem suas observagoes

sobre as permutacoes e as estratégias empregadas durante o jogo.
Semana 3: Exploracao e Consolidacao do Conhecimento

Aula 5: Explorando Permutac¢oes no Contexto do Puzzle 15: A quinta aula
da sequéncia se concentrara na exploracao das permutacoes observadas durante o jogo
Puzzle 15. Os alunos serao guiados na andlise dessas permutagoes e suas relagoes com
as acoes executadas no jogo. Propriedades cruciais das permutagoes, como a paridade
e a constituicdo em ciclos, serdao validas. Além disso, exercicios praticos que envolvem

permutacoes, usando o Puzzle 15 como ponto de referéncia, serdo atendidos.

Aula 6: Aplicagao em Desafios e Discussao Final: A tltima aula dessa sequéncia
didatica lida com problemas desafiadores, que demandarao a aplicacao dos conceitos de
permutacao para a resolucao de situacgoes-problema. A sequéncia sera concluida com uma
reuniao em grupo, permitindo que os alunos compartilhem suas solugoes e estratégias,

proporcionando uma visao abrangente dos conceitos aplicados.

Através dessa abordagem interdisciplinar, que une permutacao, raciocinio logico e
jogo Puzzle 15, os alunos serdao envolvidos em uma jornada de aprendizado que transcende
a teoria pura. A proposta visa equipar os alunos nao apenas com o conhecimento do
conceito de permutacdo, mas também com a habilidade de aplica-lo de maneira pratica,

nutrindo uma compreensao profunda e duradoura.
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PUZZLE 15 E PERMUTACAO, uma combinacio possivel

Objetivo: Promover a compreensao do conceito de permutacao a partir do jogo Puzzle 15

Etapas| Aulas | Materiais e méto- | Conceituagao Atividade proposta
dos
1 2 Exposicao  de | Revisao dos Fun- | Exercicios de fixagao
conceitos intro- | damentos do fa-
dutérios  sobre | torial de um nu-
permutacao uti- | mero natural e
lizando a lousa, | Permutagao
marcadores ou
giz
2 1 Apresentagao do | Regras do Puzzle | Jogar para familiarizagao
jogo Puzzle, uti-
lizando um tabu-
leiro por grupo
de 3 alunos
3 2 Jogar obser- | Permutacoes Registro das permutagoes
vando as permu- | possiveis
tacoes que estao
ocorrendo
4 1 Exposicao dialo- | Permutagoes Registro de conceitos
gada das permu- | como a paridade
tagoes observa- | e a decomposicao
das com apresen- | em ciclos
tacao na lousa
D 1 Resolucao de | Problemas prati- | Exercicios de fixagdo e dis-
exercicios  pra- | cos cussao sobre as atividades
ticos, usando propostas
o Puzzle como
referéncia

A sequéncia didatica descrita representa uma proposta ou sugestao de plano de

aula para o ensino de permutacdo, no entanto, até o momento, nio foi aplicada. E um
esbogo planejado e estruturado com atividades sequenciais destinadas a abordar o tema
da permutacao no contexto educacional. A aplicagao dessa proposta de ensino ainda estd
pendente, e a descrigao oferecida é uma representacao teérica do que poderia ser realizado

durante a aula.



76

Referencias

[1] ADORNO, T. P. B. DIAS. I. R. M. Puzzle-15: uma aplicacido da teoria de grupos.
Revista da Olimpiada - IME - UFG. 2016.

[2] BABINSKI, A. L. Sequéncia Didatica (SD): experiéncia no ensino da Mate-
matica. Dissertagao - (Mestrado) - Universidade do Estado de Mato Grosso, Sinop - MT,
2017.

(3] BERBEL, N.A.N. Metodologia da problematizagio: fundamentos e aplicagGes.
Londrina: UEL; Comped; Inep, 1999.

[4] BERBEL, N.A.N. As metodologias ativas e a promog¢ao da autonomia de

estudantes. Ciéncias Sociais e Humanas, Londrina: v. 32, n. 1, p. 25-40, jan./jun. 2011.

[5] BORGES. L. S. 15 — Puzzle e o grupo de permutagGes: uma andlise a luz da

teoria de Anna Sfard. Encontro Nacional de Educacao Matematica. 2019.

[6] BORIN, J. Jogos e resolucdo de problemas: uma estratégia para as aulas de
matematica. 3.ed. Sao Paulo: IME/USP, 1998.

[7] BROSSEAU, G., Introdugao ao Estudo das Situagdes Didaticas — Contetidos
e Métodos de Ensino. Sio Paulo, Ed. Atica, (2007). DEMO, P. 1996. Educar pela

Pesquisa. Autores Associados, Campinas.

[8] BURIASCO, R.L.C. Algumas consideragdes sobre educagao matemaética. Lon-
drina: Eduel, 2005.

[9] COSTA, L.QQ. Um jogo em grupos co- operativos - alternativa para a cons-
trucao do conceito de niimeros inteiros e para a abordagem dos contetidos:
procedimentos, condutas e normas. Tese de Doutorado. Programa de Pos- Graduagao
da Faculdade de Educacao da Unicamp. Universidade Estadual de Campinas, Campinas,
2003.

[10] DA GAMA, Paulo Ferreira; CABRAL, Natanael Freitas. Uma Sequéncia Didatica
para o Ensino de Progressao Geométrica. In: VII Congresso Internacional de Ensino
de Matematica.2017.

[11] D’AMBROSIO, Ubiratan. Matematica Ensino e Educacgio: uma proposta
global. SBEM, Sao Paulo, 1991.

[12] DEMO, Pedro. Aprendizagem no Brasil: ainda muito por fazer. Porto Alegre;
Mediagao, 2004.

[13] DOLZ, Joaquim et al. Sequéncias didéaticas para o oral e a escrita: apresentacao



Referéncias 7

de um procedimento. Géneros orais e escritos na escola. Campinas: Mercado de
Letras, p. 95-128, 2004.

[14] DOMINGUES, H., e IEZZI, G. Algebra Moderna. Gel- aon lezzi. — 2. ed. Sdo
Paulo : Atual, 1982.

[15] EVES, H. Introducao a histéria da matematica. tradugao Hygino H. Domingues.
5a ed. - Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2011.

[16] FREIRE, P. Pedagogia do oprimido. rev. e atual. Rio de Janeiro: Paz e Terra, p.
95-101, 2011.

[17] GANDRO, R.C. O conhecimento matemaético e o uso de jogos na sala de

aula. Tese. Doutorado. Universidade de Campinas. Campinas: Unicamp, 2000.

[18] GARDNER, H. Inteligéncias multiplas: Novos horizontes na teoria e na

pratica. Livros basicos, 2008.
[19] GONCALVES, Adilson. Introdugao a Algebra. IMPA, 2017, 62 edicdo, RJ.
[20] JOSEPH, N. A. Y. algebra II. Universidade Federal da Bahia. Licenciatura em

Matematica. Instituto de Matematica e Estatistica. 2012.

[21] LIMA , Elon Lages. Conceituagdo, manipulagao e aplicagdes. Revista do
Professor de Matematica, v. 41, p. 1-6, 1999.

[22] LIRA, A. F. de B.. Grupos Alternados. Trabalho de conclusao de curso. Universi-
dade Federal da Paraiba, 2013.

(23] MOREIRA, M. A. Aprendizagem significativa: um conceito subjacente.
Aprendizagem Significativa em Revista, v.1, n.3, p 25-46, 2011.

[24] PAPERT, S. A méaquina das criangas: repensando a escola na era do compu-

tador. Nova lorque , 1993.
[25] PIAGET, J. A linguagem e o pensamento da crianga . Martins Fontes, 1999.
[26] RIBEIRO, L. R. de C. A aprendizagem baseada em problemas (PBL): uma

implementacdo na educagao em engenharia. 2005. 236 p. Tese (Programa de
Pés-Graduagao em Educagao - Universidade Federal de Sao Carlos, Sao Carlos / SP, 2005.

[27] ROCHA, R. O Método da Problematizacdo: Prevencao as Drogas na Escola
e o Combate a Violéncia. Londrina, PR: PROGRAMA DE DESENVOLVIMENTO
EDUCACIONAL - PDE, 2008.

[28] RODRIGUES, E, C. P. Grupos Finitos e Teorema de Cayley. Dissertagao de

mestrado. Universidade Federal de Goias. Goids, 1999.

[29] SANTOS, Carlos Pereira. NETO, Joao Pedro. SILVA, Jorge Nuno. A teoria de
grupos + o Puzzle do 15. Edimpresa. Julho de 2007.



Referéncias 78

[30] SOUZA, R. L. Uma breve introdugao a teoria de grupos. Trabalho de Conclusao
de Curso. Universidade Federal de Santa Catarina, 2014.

[31] ZABALA, A. A Pratica Educativa: como ensinar. Porto Alegre: Artmed, 1998.
Disponivel em: http://www.diaadiaeducacao.pr.gov.br/portals/pde/arquivos/552-4.pdf.
Acesso em: 03/06/2023.



	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	INTRODUÇÃO
	METODOLOGIA ATIVA NA ABORDAGEM DOS CONCEITOS DE PERMUTAÇÃO
	NOÇÕES BÁSICAS DE GRUPOS
	Grupos
	Grupo Finito
	Subgrupos
	Grupos Cíclicos
	Teorema de Lagrange

	GRUPO DE PERMUTAÇÕES
	Permutações de um conjunto
	Permutação Inversa
	Permutação Composta
	Grupo das permutações de um conjunto
	Estudo do Lg
	Permutações Pares e Ímpares

	O JOGO PUZZLE 15
	 Puzzle-15 e as permutações
	Impossibilidade de solução do puzzle 14-15
	Possíveis posições do Puzzle-15

	PROPOSTA PEDAGÓGICA: SEQUÊNCIA DIDÁTICA DO PUZZLE 15
	Sequência didática para o estudo da permutação a partir do Puzzle 15
	Cronograma da sequência didática do Puzzle 15

	Referências

