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Resumo

Estas notas de aula dedicam-se ao estudo das nogoes basicas de légica e conjun-
tos, que constituem os alicerces sobre os quais se ergue o edificio do pensamento
mateméatico moderno. Destinado aos alunos de licenciatura, este texto nao pre-
tende — e nem teria folego para tal — esgotar as complexas discussbes da
Logica Matemética ou da Teoria Axiomatica dos Conjuntos, areas vastas e pro-
fundas da investigacgao cientifica. O que propomos aqui é, como o titulo sugere,
o exame de nogoes fundamentais, de ferramentas conceituais essenciais para o
dia a dia do matematico. Nosso objetivo é instrumental: aprender a manusear
quantificadores, entender a estrutura de uma condicional, operar com conjuntos
e compreender como uma teoria matematica se organiza a partir de axiomas,
definicoes, teoremas, lemas e corolarios. Essas sao as ferramentas com as quais

se provam teoremas em Algebra, Analise, Geometria e em tantas outras areas.

Versao: 1.1

Ultima atualizagéo: 4 de maio de 2026



Sumario

1 Introdugao

2 Nogoes Basicas de Logica Matematica

21
2.2
2.3
2.4
2.5

2.6
2.7
2.8
2.9

Breve Contexto Histérico . . .. ...
Sentencas e Proposigoes . . . . . . ..
Principios Fundamentais da Loégica . .
Negacao de uma Proposicao . . . . . .
Proposigoes Compostas . . . . . . ..
2.5.1 Disjuncao . . .. .. ... ...
2.5.2 Conjuncao. . . ... ......
2.5.3 Condicional . . ... ... ...
2.5.4 Bicondicional . . .. ... ...
Quantificadores . . . . . ... .. ...
Negagdo de Proposi¢oes Quantificadas
Argumentos e Validade . . . . . .. ..

Implicacao e Equivaléncia Logica . . .

3 Nogoes Basicas de Conjuntos

3.1
3.2
3.3

3.4
3.5
3.6

Conjuntos e Pertinéncia . . . . . . ..
Inclusao e Igualdade . . . . ... ...
Operagdes . . . . . . .. ..o
331 Unido . ... ..........
3.3.2 Intersecao . ... .. ......
3.3.3 Diferenca . . ... .......
Conjunto Universo e Complementar .
A Ponte entre Logica e Conjuntos . .
Propriedades dos Conjuntos . . . . . .

3.6.1 Propriedades demonstradas . .

3.6.2 Propriedades deixadas como exercicios . . . . . .. ... . ...

4 A Estrutura de uma Teoria Matematica

4.1
4.2
4.3
4.4

Axiomas e Defini¢coes: o ponto de partida, . . . . ... .. ... ....

Resultados Demonstrados . . . . . . .
Teoremas e Demonstragoes . . . . . .

Observagdo sobre a nomenclatura . . .

Leituras Recomendadas

Referéncias

© 00 00 1 OH O O Ut Ot Ot = NN

[y
S

10
10
11
13
13
13
13
14
15
16
16
18

19
19
19
20
21

21

22



1 Introdugao 1

1 Introducao

A Matematica é frequentemente descrita como a ciéncia das estruturas e pa-
droes. Mas antes de investigar padroes em numeros, formas ou fun¢oes, ha uma
camada mais fundamental: o préprio método pelo qual a matemética produz conheci-
mento. Esse método é a ldgica, e o ambiente onde ele opera sao os conjuntos. Dominar
essas nogoes é, portanto, o primeiro passo para compreender como a Matemética se
constroi e se justifica.

Aristoteles (384-322 a.C.), ja na Antiguidade, sistematizou de forma pioneira
a logica — a arte de bem raciocinar. Ao organizar os principios do pensamento valido
e criar o silogismo, ele estabeleceu as bases do que hoje chamamos de ldgica formal.
Durante mais de dois mil anos, o Organon [1] aristotélico foi a referéncia para o estudo
do argumento correto.

Mas foi no século XIX que a légica deu um grande salto. O periodo exi-
gia respostas para instabilidades tedricas na anlise e na aritmética. Nesse cendrio,
matematicos como George Boole (1815-1864) [2] e Gottlob Frege (1848-1925) [3]
compreenderam que a logica nao era apenas um acessério do pensamento, mas a
linguagem que poderia conferir a seguranga necessaria as bases da Matematica. Ao
aplicarem o rigor e a linguagem simbélica ao estudo do préprio raciocinio, eles deram
origem & ldgica matemdtica. Hoje, seus desdobramentos vao muito além da matemaé-
tica: fundamentam a ciéncia da computacao, a inteligéncia artificial, o estudo dos
fundamentos da fisica e a propria filosofia da ciéncia.

Quase simultaneamente, o mateméatico alemao Georg Cantor (1845-1918) [4]
desenvolvia uma nova teoria: a dos conjuntos — a morada dos objetos matematicos.
Para Cantor, um conjunto é uma colecao de objetos determinados. O que parecia uma
ideia modesta revelou-se revoluciondria: praticamente todos os objetos da Matematica
— numeros, funcdes, formas geométricas, sequéncias — podem ser definidos como
conjuntos. A teoria dos conjuntos tornou-se a linguagem universal da Matemaética.

No entanto, a aparente simplicidade esconde profundidade e armadilhas. O
filosofo e matematico britanico Bertrand Russell (1872-1970) [5] identificou em 1901
um problema fundamental: o que fazer com o conjunto de todos os conjuntos que
nao contém a si mesmos como elemento? Se esse conjunto contém a si mesmo,
entao, por defini¢do, ndo deveria conter; se ndo contém a si mesmo, entao, por defini-
¢ao, deveria conter. Essa contradi¢cdo, conhecida como Paradozo de Russell, mostrou
que a nogao ingénua de conjunto (“qualquer colegdo de objetos determinados”) leva a
inconsisténcias logicas.

Esse paradoxo motivou o desenvolvimento de teorias axiomaticas — como
a ZFC (Zermelo-Fraenkel) [6] com o axioma da escolha — que estabelecem regras
rigorosas para a formacao de conjuntos, evitando as contradi¢coes e permitindo que
se investiguem questées profundas, como a famosa hipétese do continuum (sabemos

hoje que ela ndo pode ser provada nem refutada a partir dos axiomas usuais — um
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dos resultados mais surpreendentes da matematica do século XX).

Nestas notas, ndo nos aprofundaremos nas teorias de logica nem de conjuntos,
nem nos paradoxos, nem nos teoremas de incompletude de Godel [7] (que mostram que
qualquer sistema axiomético consistente suficientemente poderoso contém afirmagoes
que nao podem ser provadas nem refutadas dentro dele). Isso exigiria um curso
inteiro. O que propomos aqui é mais modesto, mas essencial: um exame cuidadoso
das nogoes basicas de logica e conjuntos, com énfase nas ferramentas que o futuro
professor de matemaética usa diariamente.

Desse modo, o licenciando estara melhor preparado para cursos como Anélise
Real, Algebra Linear e Topologia — disciplinas em que a linguagem de conjuntos e
a precisdo logica sdo fundamentais. A escolha por uma abordagem progressiva visa
privilegiar a clareza conceitual e o rigor suficiente para a transicao entre a linguagem
natural e a linguagem simbodlica.

Muitas vezes, o estudante ingressa no curso superior com uma intui¢ao agu-
cada, mas carece da estrutura formal para organizar demonstracoes e articular ar-
gumentos de forma irrepreensivel. Nesse contexto, a logica atua como a gramética
da matematica, fornecendo as regras de sintaxe que garantem que nossas conclusoes
derivem legitimamente de nossas premissas.

Como bem observou Descartes, a logica é a arte de bem conduzir a razao, e é
sob essa perspectiva pratica que estruturamos este percurso. Ao longo das proximas
paginas, o estudante encontrard um equilibrio entre o contexto histérico — que nos
lembra que a matematica é uma construcdo humana e situada — e a formalizacdo
técnica. Esperamos que, ao final destas notas, o licenciando nao apenas domine os
simbolos, mas compreenda a “logica da coisa”, sentindo-se apto a ler e escrever textos

matemaéticos com a precisdo que a profissao exige.

2 Nocoes Basicas de Loégica Matematica

2.1 Breve Contexto Historico

A palavra logica tem origem no grego antigo logiké (arte de raciocinar), de-
rivado de logos, que significa “razao”, “ideia”, “palavra”, “estudo” ou “discurso”. Em
sentido amplo, a légica é o estudo dos principios do raciocinio vilido — isto é, das
formas corretas de pensar e argumentar. Ela busca distinguir argumentos bons (vali-
dos) daqueles falaciosos (invalidos), fornecendo critérios objetivos para essa avaliacio.
Por isso, a logica ndo se preocupa com o conteudo especifico das afirmagoes, mas sim
com a estrutura que garante a corre¢ao do raciocinio.

Se a logica nao se preocupa com o contetdo especifico das afirmagoes, en-
tdo uma pergunta natural surge: quem se preocupa? A resposta é: cada area do
conhecimento se ocupa do contetido que lhe é proprio. A Matematica preocupa-se

com verdades matematicas; a Fisica, com verdades fisicas; a Biologia, com verdades
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biolégicas; e assim por diante. Cabe a logica, por sua vez, fornecer as regras gerais
que permitem, a partir de premissas verdadeiras (seja 1a o que isso signifique em cada

area), chegar a conclusoes verdadeiras.

A logica é o instrumento de todas as ciéncias. E a arte de bem conduzir a razio
no conhecimento das coisas. (DESCARTES, 1637) [8]

No dia a dia, usamos a légica para organizar ideias, tomar decisoes e defender
pontos de vista. No entanto, muitas vezes ouvimos falas como: “Isto é assim porque
eu acredito.” ou “E, porque sim.” — tais expressdes ndo constituem argumentos de
natureza logica.

Embora antes ja existissem estudos sobre argumentacao entre os sofistas e
os dialéticos megaricos (como Euclides de Mégara — ndo confundir com o Euclides
de Alexandria), foi o filésofo grego Aristoteles quem primeiro sistematizou de forma
abrangente os principios do raciocinio valido, razao pela qual é frequentemente visto
como uma figura central na histéria da logica ocidental.

Nascido em Estagira, na Macedonia, Aristételes foi discipulo de Platao e
tutor de Alexandre, o Grande. Sua obra sobre logica, organizada posteriormente sob
o titulo Organon (que significa “instrumento”), estabeleceu as bases do pensamento
l6gico ocidental por mais de dois milénios.

Aristoteles propds que toda proposi¢ao deve ser clara, sem ambiguidades,
e que todo raciocinio valido segue certas regras estruturais. Ele foi o primeiro a
sistematizar o estudo das formas de argumento — distinguindo entre premissas e
conclusdo — e criou a teoria do silogismo, uma forma de raciocinio dedutivo composto
por duas premissas e uma conclusdo: a premissa maior (uma afirmagao universal), a
premissa menor (uma afirmagao particular) e a conclusdo (que deriva das premissas).

Eis um exemplo cléassico:

- Todos os homens sdo mortais. (Premissa maior)
- Socrates € homem. (Premissa menor)

- Logo, Socrates é mortal. (Conclusio)

A influéncia de Aristoteles na logica foi tdo evidente que Immanuel Kant
(1724-1804) [9], no final do século XVIII, chegou a afirmar que a légica ndo precisara
dar nenhum passo atras desde Aristoteles, nem pudera dar nenhum passo adiante.
Essa percep¢ao de uma logica “estatica” so seria desafiada pelas transformagoes pro-
fundas do século XIX, quando légicos como George Boole e Gottlob Frege ampliaram
seus conceitos, dando origem & légica matemética contemporanea. No entanto, os
principios aristotélicos permanecem como alicerces do pensamento logico e sao ensi-
nados até hoje em cursos de matematica, filosofia, ciéncia da computacdo, ciéncias
econOmicas e em muitas outras &reas do conhecimento.

Enquanto a logica tradicional (aristotélica) se preocupava com as formas do
pensamento em linguagem natural, a l6gica matematica vai além: ela aplica os mé-

todos da mateméatica ao estudo da légica propriamente dita. Em outras palavras,
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a logica matemética formaliza os principios do raciocinio por meio de uma lingua-
gem simbolica precisa, o que permite analisar a correcao de argumentos de maneira

algoritmica.

2.2 Sentencgas e Proposicoes

As sentencas da lingua portuguesa podem ser classificadas em diversos tipos:
declarativas (informam algo), interrogativas (formulam perguntas), exclamativas (ex-
pressam emocoes, surpresas ou admiragoes), imperativas (exprimem ordens, pedidos
ou conselhos) e optativas (exprimem desejos). Em matematica, trabalhamos exclu-
sivamente com sentencas declarativas — aquelas que afirmam ou negam algo. No

entanto, nem toda sentenca declarativa serd considerada.

Defini¢ao (Proposi¢do). Uma proposigao, representada pela letra p, ¢ uma sentenca
declarativa que pode ser classificada como verdadeira (V) ou falsa (F), sem que haja

uma, terceira possibilidade ou a ocorréncia simultanea de ambos.
Exemplo. As sentencas abaixo nao sao proposicoes.

e Voceé estudou logica hoje? (interrogativa)

Que dia maravilhoso! (exclamativa)

¢ Leia este livro agora. (imperativa)

¢ Que tudo corra bem. (optativa)

e z+ 1 =5 (declarativa, mas aberta — depende do valor atribuido a z)

¢ Rondonopolis tem muitos habitantes. (declarativa, mas vaga — o que significa
“muitos”” Sem uma definicao precisa, nao pode ser classificada como V ou F.
Isso nao torna a frase inutil, mas, para trata-la logicamente, precisamos tornar

“muitos” operacional — por exemplo, “mais de 200 mil habitantes”.)

Observagao. Essa distingdo entre sentencas vagas e proposi¢oes é fundamental. A
exigéncia de sentencgas nao ambiguas foi o que permitiu a transicao histérica da logica
dialética (focada na persuasao e no debate) para a logica formal. Ao tratar proposicoes
como objetos determinados, a Matemaética pdde transformar o raciocinio em um tipo

de calculo simbdlico.

Exemplo. As sentencas abaixo sdo proposicoes.
e O Sol ¢ uma estrela. (declarativa, verdadeira)
e 2+ 2 =4. (declarativa, verdadeira)
e 3 x5 =10. (declarativa, falsa)

¢ O tnico namero natural primo e par é o dois. (declarativa, verdadeira)
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e Trés é menor do que dois. (declarativa, falsa)

e A capital de Mato Grosso é Cuiab4. (declarativa, verdadeira)

2.3 Principios Fundamentais da Légica

Aristoteles estabeleceu trés principios que fundamentam o raciocinio logico:

e Principio da Identidade: Todo objeto é idéntico a si mesmo. De forma
simplificada: A é A. Se uma afirmacao é verdadeira, ela permanece verdadeira
dentro do mesmo contexto. Parece 6bvio, mas é esse principio que garante a

estabilidade dos conceitos e evita ambiguidades.

e Principio da Nao-Contradigao: Uma proposi¢do nao pode ser verdadeira e
falsa ao mesmo tempo. Em outras palavras: é impossivel que A seja B e A ndo

seja B simultaneamente.

e Principio do Terceiro Excluido: Para qualquer proposicao, ou ela é verda-
deira ou ela é falsa. Nao existe uma terceira opgao (meio-termo). Ou A é B ou
A ndo é B.

2.4 Negagao de uma Proposigao

A partir de uma proposicao p, podemos construir sua nega¢ao, denotada por
—p (1&-se “ndo p”), que tem valor logico contréario ao de p. Se p é verdadeira, entdo —p
é falsa; se p é falsa, entdo —p é verdadeira.

i

-p

<
S|

Exemplo. Seja p a proposicao “3 x5 = 10”. Como p é falsa, sua negagao é verdadeira:
—p é a proposicao “3 x 5 # 10”.

Exemplo. Seja p a proposi¢do “O ntmero 7 é par” (falsa). Sua negacdo —p é “O

namero 7 ndo é par’ (verdadeira).

Na linguagem natural, a negagdo pode ser expressa de diversas formas: acres-
centando o “nao” antes do verbo, ou ainda usando expressoes como “nao é verdade

que”. O importante é que o valor légico seja invertido.

2.5 Proposicoes Compostas

A partir de proposi¢des simples, podemos formar proposicées compostas uti-

lizando conectivos ldgicos. Os mais importantes sao:
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2.5.1 Disjungao

A disjungédo de duas proposicoes p e ¢, denotada por p V ¢ (lé-se “p ou ¢”), é

verdadeira quando pelo menos uma das proposicoes é verdadeira.

]

[pva]

plyq
VIV
VI|F
F |V
F|F

bHo< <

Exemplo. “2 4+ 2 = 5 ou v/9 = 3” é uma proposicio verdadeira, pois a segunda é

verdadeira.

Observacao. Note que, na logica cléssica, o conectivo “ou” (V) é inclusivo. Ou seja,
a proposicdo composta é verdadeira se pelo menos wma das partes for verdadeira,
incluindo o caso em que ambas sdo. Na linguagem cotidiana, frequentemente usamos
o “ou” de forma exclusiva (“Ou vocé estuda, ou vocé joga.”), mas em matemaética, o

uso padrao é o inclusivo.

2.5.2 Conjungao

A conjuncdo de duas proposicoes p e ¢, denotada por p A g (lé-se “p e ¢”), é

verdadeira apenas quando ambas as proposicoes sao verdadeiras.

plafrnd]
VIiv] v
V|F| F
F|V| F
F|F| F

Exemplo. “2+42 =5 e /9 = 3” é uma proposicao falsa, pois a primeira é falsa.

2.5.3 Condicional

A condicional p — ¢ (lé-se “se p, entdo ¢”) é falsa apenas quando p é

verdadeira e ¢ é falsa. Nos demais casos, & verdadeira.

p]alroal
VIV V
VIF| F
F|V| V
F|F| V

Exemplo. Considere a proposi¢ao condicional “Se chover, entdo eu nao sairei de
casa”. Observe que, se nao chover, nada é afirmado sobre o que ocorrerd: posso sair

ou nao sair de casa. Nesse caso:
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Se nao chover e eu sair, a condicional é verdadeira.

Se nao chover e eu nao sair, a condicional também é verdadeira.

Se chover e eu nao sair de casa, a condicional é verdadeira.

Se chover e eu sair de casa, a condicional é falsa.

Portanto, a tunica situagdo em que a condicional p — ¢ é falsa ocorre quando p é
verdadeira e ¢ é falsa.

Observagao. O fato de a condicional ser considerada verdadeira quando o antecedente
p é falso pode causar estranhamento no inicio. Trata-se de uma convencao da logica
classica, conhecida como ez falso quodlibet (“do falso, segue-se qualquer coisa”’). Na
condicional, ndo se exige que o antecedente tenha qualquer relagio de significado com
o consequente. Por exemplo: “Se 2 + 2 = 5, entdo Paris é a capital da Franga.” é
considerada verdadeira na logica classica, ainda que o antecedente seja falso e nao

tenha nenhuma conexao tematica com o consequente.

2.5.4 Bicondicional

A bicondicional p <> ¢ (lé-se “p se e somente se ¢”) é verdadeira quando p e

g tém o mesmo valor légico (ambas verdadeiras ou ambas falsas).

Lr ]

]

<= = <

p
v
v
F
F

Exemplo. A proposicao “Nao saio de casa se e somente se chove” é uma bicondicional,

que equivale & conjuncao de duas condicionais:
e “Se chove, entdo nao saio de casa” (p — q)
e “Se nao saio de casa, entao chove” (¢ — p)
Esta sentenca é falsa em duas situagoes:
e Se chove e eu saio de casa (quebra a primeira condicional).
e Se ndo chove e eu néo saio de casa (quebra a segunda condicional).

Nos demais casos, a bicondicional é verdadeira.
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2.6 Quantificadores

Sentencas abertas como x + 1 = 5 nao sao proposicoes, pois seu valor 16gico
depende do valor atribuido & variavel z. Para transforma-las em proposi¢oes, uti-
lizamos os quantificadores, que indicam a quantidade de elementos do universo que

satisfazem uma determinada propriedade.

Definicao (Quantificador Universal). O quantificador universal V significa “para
todo” ou “qualquer que seja”. A sentenca Vx, P(x), é uma sentenca verdadeira se

P(z) é verdadeira para todos os elementos do conjunto considerado.

Exemplo. Vz € R,2+1 = 5. E falsa, pois nem todo niimero real satisfaz a igualdade

(apenas x = 4 a satisfaz).

Exemplo. Vz € R, 22 > 0. E verdadeira, pois todo niimero real elevado ao quadrado

é nao negativo.

Definigao (Quantificador Existencial). O quantificador existencial 3 significa “existe”
ou “existe pelo menos um”. A sentenca Jx, P(x), é uma sentenca verdadeira se existe

pelo menos um elemento no conjunto considerado para o qual P(z) é verdadeira.
Exemplo. 3z € R,z + 1 = 5. E verdadeira, pois = = 4 satisfaz a igualdade.

Exemplo. 3z € R,2? < 0. E falsa, pois nenhum niimero real elevado ao quadrado é

negativo.

O universo de discurso (o conjunto ao qual as variaveis pertencem) é funda-

mental. A sentenca Jx,2x = 1, é verdadeira em R, mas falsa em N,

2.7 Negacao de Proposicoes Quantificadas

A negacédo de uma proposi¢do quantificada obedece as seguintes regras:

e Equivaléncia logica (=) da negacdo do quantificador universal:
—(Vo,P(z)) = 3z,-P(z)

Em palavras: negar que “todos os elementos satisfazem P(z)” significa afirmar

que “existe pelo menos um elemento que nao satisfaz P(z)”.

e Equivaléncia logica (=) da negacdo do quantificador existencial:
—=(3z,P(z)) = Va,-P(z)

Em palavras: negar que “existe um elemento que satisfaz P(x)” significa afirmar
que “nenhum elemento satisfaz P(z)”, isto €, “qualquer que seja o elemento, ele

nao satisfaz P(x)”.
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Exemplo. Negacgoes de proposi¢oes quantificadas:

e A proposi¢do “Todo nimero par é divisivel por 2” é verdadeira. Sua negagio é

“Existe um numero par que nao é divisivel por 2”, que ¢é falsa.

e A proposigdo “Existe um homem que ndo é mortal” é falsa. Sua negagao é “Todo

homem ¢é mortal”, que é verdadeira.

e Seja P(x) a sentenca x +1 = 5, com € R. A proposi¢do Vo € R,xa+1 =5
é falsa. Sua negagdo é Jx € R,z + 1 # 5, que é verdadeira (pois, por exemplo,

x = 0 satisfaz).

Note que a negacao de uma proposicdo com quantificador troca o quantifica-
dor (universal vira existencial, e vice-versa) e nega a propriedade P(x). Esse principio
é conhecido como Leis de De Morgan para Quantificadores.

2.8 Argumentos e Validade

Um argumento é uma sequéncia de proposicoes, chamadas premissas, que vi-
sam justificar uma proposic¢ao final, chamada conclusdo. A validade de um argumento

depende apenas da sua forma logica, e ndo do contetido das proposi¢oes.

e Argumento valido: Um argumento é valido quando a conclusao é verdadeira
sempre que todas as premissas sao verdadeiras. Em outras palavras, nao é

possivel que todas as premissas sejam verdadeiras e a conclusao seja falsa.

e Argumento invalido (falacia): um argumento ¢é invalido quando existe pelo
menos uma situacdo em que todas as premissas sao verdadeiras e a conclusao é

falsa.

Observagao. A defini¢do de validade s6 impde uma condi¢do quando as premissas sao
verdadeiras. Se as premissas sao falsas, nada é exigido: um argumento pode ser vélido
mesmo com premissas falsas. Da mesma forma, um argumento pode ter premissas

verdadeiras e ser invalido.

Exemplo. Um exemplo de argumento valido é: “Todos os alunos que obtiverem
pontuacao 10 ganharao chocolate; o aluno Joao nao ganhou chocolate; logo, Joao nao
obteve pontuacao 10.” Outro exemplo: “Quem ganha na loteria fica rico; Margot
ganhou na loteria; logo, Margot ficou rica.” Mais um: “Todos os peixes voam; todo

animal que voa é mamifero; logo, todo peixe é mamifero.”

Exemplo. Um exemplo de argumento invalido (falacia) é: “Toda fada tem asas;
Amelie tem asas; logo, Amelie é uma fada.” Outro exemplo: “Sempre que chove,
a calcada fica molhada; nao choveu; logo, a calcada nao ficou molhada.” Mais um:
“Todo cachorro é mamifero; todo gato é mamifero; logo, todo cachorro é gato.”
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2.9 Implicacao e Equivaléncia Légica

Na légica formal, é fundamental distinguir o condicional (p — ¢) da implica-
¢do ldgica (p = q) e o bicondicional (p <> q) da equivaléncia ldgica (p < q).

O condicional p — g é um conectivo logico que produz uma nova proposi¢ao
a partir de p e ¢. Seu valor l6gico é dado pela tabela-verdade. A implicagio légica
p = ¢ ndo é uma proposicao, mas sim uma rela¢do entre proposicoes. Dizemos que p
implica logicamente ¢ (e escrevemos p = ¢) quando o condicional p — ¢ é verdadeiro
em todas as interpretac¢oes possiveis (ou seja, € uma tautologia). Em termos

praticos: é impossivel que p seja verdadeira e ¢ seja falsa.

Observagao. Se p for falsa, a implicagdo p = ¢ é considerada valida (por vacuidade),
pois o condicional p — ¢ é verdadeiro nesse caso. No entanto, esse cenario nao fornece
informagoes uteis para uma demonstragao direta, ja que partimos da hipotese de que

p é verdadeira quando queremos provar p = q.

A implicagdo é logicamente equivalente & sua contrapositiva, ou seja, provar

uma € o mesmo que provar a outra:
p=q = —q="p

O bicondicional p +» g € um conectivo l6gico que produz uma nova proposicao
a partir de p e g. Seu valor logico é dado pela tabela-verdade. Na equivaléncia légica
(p & q), as proposicoes p e ¢ possuem o mesmo valor logico em todas as interpretagoes.
Isso significa que p = g € ¢ = p ocorrem simultaneamente. A equivaléncia logica é a
conjuncao das duas implicacoes:

peqg = P=9AN(@=Dp)

Observagao. Em muitos textos de matemaética, os simbolos — e = sdo usados de
forma intercambiével, o que gera confusdo. Aqui adotamos a distin¢do classica: —
é conectivo (aparece dentro de férmulas), = é relacdo metatedrica (afirma que uma
implicacdo ¢ logicamente valida). O mesmo vale para <> e <.

3 Nogoes Basicas de Conjuntos

3.1 Conjuntos e Pertinéncia

Um conjunto é determinado pelos seus elementos (ou pela auséncia deles).
A ideia fundamental é a seguinte: dado um conjunto A e um objeto arbitrario a,
podemos decidir se a pertence ou ndo a A. A relagdo entre um objeto e um conjunto
é a pertinéncia: se a pertence a A, dizemos que a é um elemento de A e escrevemos

a € A. Caso contrario, escrevemos a ¢ A (lé-se “a nao pertence a A”).
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Observagao (Nota Historica). Essa forma de abordar conjuntos — baseada apenas
na propriedade de pertinéncia — caracteriza a chamada Teoria Ingénua dos Conjun-
tos. Historicamente, essa simplicidade levou ao Paradoxo de Russell, o que for¢ou a
Matematica a adotar sistemas axiomaéticos mais rigidos, como o de Zermelo-Fraenkel
(ZF), para evitar a existéncia de conjuntos “patologicos”. Nestas notas, seguiremos a

abordagem cléssica e intuitiva, suficiente para a prética matemaética cotidiana.

Exemplo. Considere o conjunto V' das vogais do alfabeto da lingua portuguesa. Esse
conjunto pode ser apresentado listando seus elementos entre chaves: {a,e,i,o,u}. A
letra b ndo é elemento de V: b ¢ V. A letra u é elemento de V: ue V.,

Dois conjuntos especiais merecem destaque. O primeiro deles é o conjunto
vazio, que ndo possui elementos; é denotado por & (ou {}). O outro é o conjunto

unitdrio, que possui exatamente um elemento.

Exemplo. O conjunto de letras do alfabeto portugués que nao possuem valor fonético
(isto é, ndo tém som) é o conjunto unitario {h}. J4 o conjunto de consoantes na

palavra “aia” é o conjunto vazio &.

3.2 Inclusao e Igualdade

Definigao (Inclusdo). Sejam A e B conjuntos. Se todo elemento de A for também
elemento de B, dizemos que A é um subconjunto de B, ou que A estd contido em B.

Indicamos isso por A C B.

Para visualizar relagoes entre conjuntos, usamos os diagramas de Euler-
Venn: os conjuntos sao representados por regioes planas delimitadas por curvas

fechadas (geralmente circulos ou elipses).

A C B (todos os elementos de A estao em B)

Quando A nao esta contido em B, escrevemos A ¢ B. Isso significa que existe

pelo menos um elemento de A que nao pertence a B:

A¢ B < Ja€ Atal que a ¢ B.
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Exemplo. Considere V' o conjunto das vogais, C' o conjunto das consoantes e L o
conjunto das letras, admitindo sempre o alfabeto portugués. E claro que V C L e
C C L, pois toda vogal e toda consoante sdo letras. Tem-se também L ¢ C, pois

existem letras (as vogais) que nao sdo consoantes.

Exemplo. Na geometria plana, seja T' o conjunto dos triangulos e P o conjunto dos
poligonos. Todo tridngulo é um poligono, logo T" C P. Nem todo poligono é tridngulo

(um quadrado é poligono, mas nao é tridngulo); portanto P ¢ T.

Duas inclusbes extremas sao sempre verdadeiras: A C A (todo conjunto esta
contido em si mesmo) e @ C A (o conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto
A). A justificativa da primeira é imediata, ja que todo elemento de A estd em A.
A segunda pode causar estranheza, mas justifica-se assim: se @ ¢ A, deveria existir
algum elemento z € @ com = ¢ A. Como @ nao tem elementos, isso é impossivel.
Logo, @ C A é verdadeira.

Definigao (Igualdade). Dois conjuntos A e B sdo iguais se, e somente se, tém o0s

mesmos elementos. Escrevemos A = B.

A = B (mesmos elementos)

Exemplo. Os conjuntos A = {a,b,c} e B = {c,b,a,a} sdo iguais, pois possuem os

mesmos elementos (a repeticio e a ordem nao alteram o conjunto).

Observagdo. E comum confundir os simbolos € (pertinéncia) e C (inclusdo). A dis-
tincao é fundamental: a € A significa que o objeto a é um elemento do conjunto A;
A C B significa que todo elemento de A também é elemento de B (aqui A e B sao
conjuntos). Nunca se escreve a C A (a menos que a também seja um conjunto —
e mesmo assim, em cursos iniciais, evita-se essa notacdo para ndo gerar confuséo).

Note a relacao entre os dois simbolos:

ac€ A <= {a} C A
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3.3 Operacoes
3.3.1 Uniao

Definigao (Unido). A wunido de A e B, denotada por AU B, é o conjunto formado

pelos elementos que pertencem a A ou a B.

AU B (elementos que pertencem a A ou a B)

3.3.2 Intersecao

Defini¢ao (Interse¢do). A interse¢io de A e B, denotada por AN B, é o conjunto

formado pelos elementos que pertencem simultaneamente a A e a B.

AN B (elementos que pertencem a A e a B)

Simbolicamente:

r€AUB < (z€ A)V(z € B), r€ANB < (z€ A)A(x € B).

3.3.3 Diferenga

Definigao (Diferenca). A diferenca entre A e B, denotada por A\ B, é o conjunto

dos elementos que pertencem a A e nao pertencem a B.
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A\ B (elementos de A que nao estdo em B)

Simbolicamente:
r€A\B < (€ A)A(z ¢ B).

Exemplo. Sejam A = {0,1,2,3,4,5,6} e B = {3,4,5,6,7,8,9}. Entdo: AUB =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, AN B = {3,4,5,6} e A\ B = {0,1,2}.

3.4 Conjunto Universo e Complementar

Em muitas situagdes, convém fixar um conjunto universo (ou universo de
discurso), denotado por U, que contém todos os elementos relevantes para a discusséo.

Todos os demais conjuntos considerados serdao subconjuntos de U.

Exemplo. Se estivermos estudando propriedades de triangulos equildteros, isosceles
ou retangulos, o conjunto universo pode ser o plano (mas também poderia ser o
conjunto de todos os tridngulos). Se estivermos estudando ntimeros primos, pares
ou fmpares, o conjunto universo pode ser N (ntiimeros naturais). Em cada caso, o

conjunto dos objetos de interesse é um subconjunto do universo escolhido.

Definigao (Complementar). Dado um conjunto A C U, o complementar de A (em
relagdo a U) é o conjunto A° = {x € U : © ¢ A}. Em palavras, A° é formado pelos

elementos do universo que nao pertencem a A.

U

A€ (complementar de A em relagdo a U)
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Simbolicamente (com z € U):
r €A —= x¢A

A nocao de complementar sé faz sentido quando o universo U esta fixado.

Exemplo. Seja U o conjunto das letras do alfabeto portugués e A o conjunto das
vogais. Entdo A° é o conjunto das consoantes. Agora, se tomarmos U como o con-
junto das letras da palavra “casa”, ou seja, U = {c,a,s} (note que repetigdes ndo
contam), e A continuar sendo o conjunto das vogais, entdo A = {a} e A° = {c,s}. O

complementar de A muda conforme alteramos o universo.

3.5 A Ponte entre Légica e Conjuntos

Existe uma correspondéncia profunda entre logica e conjuntos. Os conecti-

vos logicos “ou” (V) e “e” (A) correspondem, respectivamente, as operagbes de unido

(U) e intersecao (N). O condicional (—) corresponde & relagdo de inclusdo (C), e o
bicondicional (+») corresponde a relagao de igualdade (=). Por fim, a negacdo (—)
corresponde ao complementar ().

Considere duas propriedades P(z) e Q(z) e seus respectivos conjuntos de

elementos que as satisfazem dentro de um universo U:
A={x€U:P(x)éverdadeira} e B={xe€U:Q(z)éverdadeira}.
A correspondéncia se manifesta da seguinte maneira:

¢ Disjuncao e uniao:
vz e U, (P(z)VQ(z)) < z€ AUB.

e Conjuncao ¢ intersegao:
vz e U, (P(z) AQ(z)) < z€ ANB.

e Condicional e inclusao:

Ve e U, (P(z) » Q(z)) < ACB.

Equivaléncia e igualdade:

Vo e U, (P(z) ¢ Q(z)) < A=B.
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e Negacao e complementar:

Vo e U, ~P(x) < x € A°.

Observagao. Essa correspondéncia torna os diagramas de Euler-Venn uma ferramenta
legitima para verificar argumentos. Afirmar “Todo P é Q" equivale a desenhar o
circulo que representa P dentro do circulo que representa @ (inclusdo). A validade
de um argumento — ou seja, a implicacao logica entre a conjuncdo das premissas e
a conclusao — corresponde & seguinte propriedade: no diagrama construido a partir
apenas das premissas, a regiao correspondente & conclusao jé estd inevitavelmente
representada. Por exemplo, das premissas “Todo mamifero é animal” (M C A) e
“Todo cdo é mamifero” (C' C M), o diagrama forca C' C A; a conclusio “Todo cao
é animal” ja esta representada. Se fosse possivel desenhar as premissas sem que a

conclusao aparecesse, o0 argumento seria invalido.

3.6 Propriedades dos Conjuntos

Nesta secdo, apresentamos as principais propriedades das operacoes entre
conjuntos. As demonstragoes seguem essencialmente o mesmo método: provar a
igualdade de conjuntos mostrando duas inclusdes (C e D) ou, quando necessério,

usando equivaléncias logicas.
3.6.1 Propriedades demonstradas

Propriedade (Inclusbes extremas). @ C Ae A C A.

Demonstragio. A C A & imediato, pois todo elemento de A pertence a A. Para
@ C A: suponha, por absurdo, que & ¢ A. Entao existiria ¢ € & com x ¢ A. Mas &

nao tem elementos — contradi¢do. Logo, @ C A. O
Propriedade (Igualdade e inclusdo). A=B <= (AC Be B C A).

Demonstra¢ao. (=) Se A = B, eles tém os mesmos elementos. Se A ¢ B, existiria
a € A com a ¢ B, contradi¢do. Logo A C B. Analogamente, B C A. (<) Suponha
A C BeB C A. Se A # B, existiria um elemento em um dos conjuntos que nao

estaria no outro, contradizendo uma das inclusoes. Logo, A = B. O
Propriedade (Transitividade da inclusdo). (AC BeBC () = AcCC.

Demonstra¢go. Tome x € A. Como A C B, x € B. Como B C C, z € C. Logo
AccC. O

Propriedade (Elemento neutro da unido). AU @ = A.

Demonstra¢io. (C) v € AUG =z € Aoux € @. Como @ é vazio, x € A. (D)
reA=>rxec AUD. O
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Propriedade (Comutatividade da unido e da intersegdo). AUB=BUAe ANB =
BN A.

Demonstragdo. Para a unido: © € AUB <= xz € Aouz € B < =z € Bou
r €A < x € BUA. A demonstragdo para a interse¢io é andloga, trocando “ou”

por “e”. O

Propriedade (Distributividade). AU (BNC)=(AUB)N(AUC)e AN(BUC) =
(ANB)U(ANCQC).

Demonstrag¢ao. Provamos a primeira. A segunda é analoga. (C) Sexz € AU(BNC),
entdoxr € Aoux € BNC. Sex € A,entdox € AUBex € AUC. Sex € BNC, entdo
x€BexeC,logor e AUBex € AUC. Em ambos os casos, z € (AUB)N(AUC).
(D)Sexze (AUB)N(AUC), entdoz € AUBex € AUC. Se x € A, pronto. Se
x¢ Ayentiodex € AUBvemz € Byedexz € AUC vem z € C. Assim z € BNC,
donde x € AU(BNC). O

Propriedade (Absor¢do). AU(ANB)=Ae AN(AUB) = A.

Demonstra¢ao. Para a primeira: AU(ANB) C A é imediato (todo elemento da unido
estd em A). A inclusdio A C AU (AN B) é trivial. Logo a igualdade vale. Para a
segunda: AN (AU B) C A é imediato. Reciprocamente, se x € A, entdo x € AU B,
logo x € AN (AU B). O

Propriedade (Diferenca como interse¢do com o complementar). A\ B = AN B°.

Demonstrag¢ao. Para todo z € U, temos x € A\ B <= (x€ A)e(z ¢ B) <—
(reA)e(re B < xze€ANB- O

Propriedade (Leis de De Morgan). (AU B)¢ = A°NB°e (AN B)¢ = A°U B°.

Demonstra¢ao. Provamos a primeira. Para todo z € U: z € (AUB)¢ < x ¢
AUB < 2x¢Adex ¢ B < z€ A°ex € B° < x € A°N B°. A segunda é

[192)

analoga, trocando “e” por “ou” e vice-versa. O
Propriedade (Complementar do complementar). (A¢)¢ = A.

Demonstrac¢io. (A°) =U\A°=U\(U\ A). Sex e U\ (U\ A), entdo z € U e
x ¢ U\A. Como z € U, a condicdo = ¢ U\ A implica x € A. Logo U\(U\A) C A. A
inclusdo inversa é imediata: se x € A, entdo x € U e x ¢ U \ A, pois x € A. Portanto
(A°)° = A. O
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3.6.2 Propriedades deixadas como exercicios

As propriedades a seguir podem ser demonstradas seguindo exatamente os
mesmos métodos (dupla inclusdo ou equivaléncia logica). Recomenda-se que o leitor

as demonstre como exercicio.

Observagao. Ao realizar os exercicios de demonstragio, tente perceber como cada
propriedade de conjunto é a “traducao” de uma propriedade légica. Por exemplo,
a distributividade da unido sobre a interse¢do (ja demonstrada) é a traducdo da

(192

distributividade do conectivo “ou” sobre o “e”.

e Idempoténcia: AUA=Ae ANA=A.

Associatividade: (AUB)UC =AU(BUC)e (ANB)NC=ANn(BNCQC).
e Inclusao e uniao: ACB = AUB=B.

e Inclusao e intersecao: AC B — AN B = A.

e Absorcgao pelo vazio: AN =g.

¢ Diferenca com o vazio: A\ & = A.

¢ Diferenca de um conjunto por si mesmo: A\ A = g2.

¢ Diferenca do vazio: @\ A =2.

¢ Relagao entre diferenga e inclusao: A\ B=9g < AC B.

¢ Distributividade da diferenga: A\(BNC) = (A\B)U(A\C)e A\ (BUC) =
(A\B)N(A\C).

e Complementar da diferenga: (A \ B)° = A°U B.

¢ Uniao com o complementar (terceiro excluido): AU A°=TU.
e Interse¢do com o complementar (contradi¢do): AN A° = g.
¢ Complementar do universo: U¢ = @.

¢ Complementar do vazio: ¢ ="U.

e Leis de De Morgan: Verificar que as leis de De Morgan para conjuntos —
(AUB)¢=A°NB°e (ANB)° = A°U B°® — sao reflexos diretos das leis de De

Morgan da logica: =(pV q) = (—p) A (—=q) e ~(p A q) = (=p) V (—q)-

Observagao. A ordem dos exercicios nao reflete necessariamente a dificuldade. Al-
gumas propriedades (como a associatividade) tém demonstragoes mais longas, mas

seguem exatamente o padrao das demonstracoes apresentadas.
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4 A Estrutura de uma Teoria Matematica

4.1 Axiomas e Defini¢oes: o ponto de partida

Na matemaética, todo conhecimento é organizado de forma hierarquica e rigo-
rosa. No entanto, essa organizagao nos impoe um limite linguistico e 16gico fundamen-
tal: nao somos capazes de definir todas as coisas. Se tentassemos definir cada
termo utilizado, precisarfamos recorrer a outros termos que, por sua vez, exigiriam
suas proprias defini¢coes, ocasionando um retorno sem fim — uma regressao infinita
que inviabilizaria a construcao de qualquer sistema coerente.

Para evitar esse impasse, a matemaética aceita a existéncia de conceitos
primitivos. Estes sdo termos que nao possuem uma definicdo formal dentro da
teoria, sendo adotados a partir da intuicdo ou do consenso. Partimos, portanto,
desses conceitos e de verdades assumidas para, por meio de demonstragoes, construir
novos conhecimentos.

Um azioma (ou postulado) & uma proposigao considerada verdadeira por si
mesma, sem necessidade de demonstragdo. Assim como os conceitos primitivos fun-
cionam para os termos, os axiomas sao o ponto de partida de uma teoria para as
proposicoes — eles ndo sao provados, mas sim assumidos como verdades fundamen-
tais que sustentam todo o raciocinio subsequente.

Uma definicdo é uma convencao que introduz um novo conceito ou termo,
atribuindo-lhe um significado preciso a partir de termos ja conhecidos ou primitivos.
As defini¢oes nao podem ser classificadas como verdadeiras ou falsas; elas sao acordos

linguisticos que permitem comunicar ideias matemaéticas com precisao.

Exemplo. Na geometria euclidiana, “ponto” e “reta” sdo conceitos primitivos (nao
definidos formalmente). Um axioma cléssico é: “Por dois pontos distintos passa uma
Unica reta”. Uma definigao: “Um tridngulo é a figura formada por trés pontos nao

colineares e pelos segmentos que os conectam”.

4.2 Resultados Demonstrados

Quando uma proposicao é demonstrada dentro de uma teoria, ela pode ser
classificada de diferentes formas, dependendo de sua importancia e func¢ao:

e Teorema: proposicao de grande importancia, demonstrada a partir dos axiomas,

defini¢oes e outros resultados ja estabelecidos.

e Lema: proposicao auxiliar, geralmente demonstrada como um passo intermedié-
rio para provar um teorema. Lemas funcionam como ferramentas para facilitar

provas mais complexas.

e Coroldrio: consequéncia direta e imediata de um teorema. Sua demonstragio é

curta e deriva naturalmente do resultado principal.
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e Proposicao: resultado demonstrado com importancia intermediaria. Frequen-
temente descreve propriedades relevantes que nao possuem o status de um teo-

rema.

4.3 Teoremas e Demonstracoes

Um teorema é uma proposicao demonstrada. Os teoremas geralmente tém a
forma de implicagao logica (p = ¢) ou equivaléncia logica (p < q).

Em um teorema do tipo p = ¢:
¢ p é chamado de hipétese (ou antecedente);
e ¢ é chamado de tese (ou consequente).

Para demonstrar um teorema da forma p = ¢, assume-se a hip6tese como
verdadeira e, utilizando argumentos validos, prova-se que a tese é verdadeira usando
a hipotese. O caso em que p é falsa é ignorado, pois a implicacao p = ¢ é considerada
valida por vacuidade (nada podemos concluir sobre ¢ quando p é falsa, mas a
implicagdo em si nao é refutada). Se o teorema for do tipo p < ¢, demonstram-se
duas implicagdes: p = ¢ (ida) e ¢ = p (volta). A implicacdo p = ¢ é logicamente

equivalente a sua contrapositiva:
p=q = —q=-p

Portanto, provar que p implica ¢ € o mesmo que provar que a negacao de g implica a
negacao de p. Essa técnica é muito util em demonstracoes.

Observag¢ao. Nem toda condicional constitui um teorema. Por exemplo, a proposicao
“Se todo homem é mortal, entdo 2 + 2 = 4” é verdadeira (pois ambos os lados o sdo),
mas nao é um teorema matemaético, pois a conclusao nao é demonstrada a partir da
hipétese. Em matematica, ao enunciar um teorema na forma p = ¢, exige-se que a
verdade de ¢ seja obtida mediante o uso da hipdtese p (além dos axiomas e resultados

ja estabelecidos).

Outro método cléssico é a prova por contradigao. Suponha que queremos

verificar que a proposic¢ao ¢ é verdadeira. O método consiste em:
e Supor, temporariamente, que ¢ é falsa (ou seja, assumir —q).

e A partir dessa suposigdo, usando argumentos validos, chegar a uma contradicao
— uma proposi¢ao da forma p A —p (algo logicamente impossivel).

e Concluir que a suposi¢ao inicial (—g) é insustentavel; portanto, ¢ é verdadeira.

Em termos légicos, o método corresponde a tautologia:

(ng= (pAN—p) = q.
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Observagao. A validade da prova por contradi¢do apoia-se no principio do terceiro
excluido (p V —p). Suponha que, ao assumir —p, chegamos a uma contradi¢do. Entao
—p nao pode ser verdadeira; logo, pelo terceiro excluido, p é verdadeira. Em outras

palavras, nao ha uma “terceira possibilidade” além de p ou —p.

Em légicas que rejeitam o terceiro excluido — chamadas ldgicas intuicionistas
— a prova por contradi¢cao nao é aceita em sua forma plena; nesses sistemas, provar
que —p leva a contradicao permite concluir apenas ——p, nao necessariamente p. Isso
remete ao debate sobre o intuicionismo matemaético, liderado por Brouwer (1881-1966)
[10]. Esse aprofundamento foge ao escopo destas notas, mas é bom que o licenciando

saiba da existéncia dessa discussao.

4.4 Observacgao sobre a nomenclatura

A distingdo entre lema, proposicao, teorema e corolario nao é rigida. O que um
autor denomina lema, outro pode classificar como proposi¢ao ou até mesmo teorema.
A escolha depende da énfase e da organizacao didatica, mas o ponto fundamental é

que todos representam resultados demonstrados.
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¢do. 7. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2017. (Capitulos 14 sobre légica e conjuntos)

e MORTARI, Cezar A. Introdu¢do a Ldgica. Sdo Paulo: Editora Unesp, 2017.

e SCHEINERMAN, Edward R. Matemdtica Discreta: Uma Introdugdo. Sao
Paulo: Cengage Learning, 2011. (Capitulos 1 e 2)

Sobre Teoria dos Conjuntos (aprofundamento):

¢ HALMOS, Paul R. Naive Set Theory. Nova York: Springer, 1974. (Classico

acessivel, em inglés)

e LIPSCHUTZ, Seymour. Teoria dos Conjuntos. Sao Paulo: McGraw-Hill, 1972.

(Livro antigo, mas muito didatico)

e VAZ, Sérgio. Notas de Aula de Teoria dos Conjuntos. Universidade de Brasilia,
2019. (Disponivel online para download)

Sobre fundamentos da matematica e historia:
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e BOYER, Carl B. Historia da Matemdtica. 3. ed. Sao Paulo: Edgard Bliicher,

2012. (Capitulos sobre logica e conjuntos)

e KLEENE, Stephen Cole. Introdugdo a Metamatemdtica. Rio de Janeiro: Ed.
da UFRJ, 2009. (Avancado, para aprofundamento)

e RUSSELL, Bertrand. Introdug¢io & Filosofia Matemdtica. Rio de Janeiro:
Zahar, 2006.
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